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RÉSUMÉ. Nous introduisons une classe de hauteurs adéliques sur la droite pro- 
jective dont nous donnons une estimation du minimum essentiel, et pour lesquelles 
nous démontrons un résultat d'équidistribution des points de petites hauteurs en 
toutes les places (finies et infinies), avec estimation précise de la vitesse de con- 
vergence. A toute fraction rationnelle R en une variable et définie sur un corps 
de nombres K, est associée une hauteur normalisée sur sa clotîire algébrique K. 
Nous montrons que ces hauteurs dynamiques sont adéliques en notre sens, et 
en déduisons des résultats d'équidistribution de préimages par R en toutes les 
places. Notre approche suit celle de Bilu, et s'appuie sur la théorie du potentiel 
dans C, ainsi que dans l'espace de Berkovich associé à la droite projective de 
Cp, pour chaque nombre premier p. 



Abstract. We introduce a new class of adelic heights on the projective line. 
We estimate their essential minimum and prove a resuit of equidistribution (at 
every place) for points of small height with estimâtes on the speed of conver- 
gence. To each rational function R in one variable and defined over a number 
field K, is associated a normalized height on the algebraic closure of K. We 
show that thèse dynamically defined heights are adelic in our sensé, and deduce 
from this equidistribution results for preimages of points under R at every place 
of K. Our approach follows that of Bilu, and relies on potential theory in the 
complex plane, as well as in the Berkovich space associated to the projective 
line over Cp, for each prime p. 
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1. Introduction 

L'objet de cet article est de définir une large classe de liauteurs sur la droite pro- 
jective sur un corps de nombre, et de montrer de manière quantitative, c'est-à-dire 
avec estimation des restes, que toute suite de points algébriques dont la hauteur tend 
vers zéro s'équidistribue en toutes les places finies et infinies, selon une mesure ne 
dépendant que de la hauteur. Nous appliquons de plus ces résultats à l'étude dy- 
namique de fractions rationnelles à coefficients algébriques. 

Le premier résultat d'équidistribution des points de petite hauteur a été obtenu 
par Szpiro-Ullmo-Zhang |SUZ| en lien avec la conjecture de Bogomolov, et con- 
cerne l'équidistribution des points de petite hauteur dans les variétés abéliennes 
par rapport à la mesure de Haar. Cet article fondateur a inspiré depuis lors de nom- 
breux travaux. Tout d'abord par Bilu qui s'est intéressé dans |Bi| au cas de la hau- 
teur standard dans les espaces projectifs ; puis à Rumely qui a étendu l'approche 
de Bilu pour une classe de hauteurs sur la droite projective issues de la théorie 
du potentiel complexe. Autissier |Au| a ensuite démontré une vaste généralisation 
des théorèmes de Bilu et Szpiro-Ullmo-Zhang dans le cas des courbes définies 
sur un corps de nombre et en dimension supérieure. Enfin plus récemment, Baker 
et Hsia dans IBHI ont démontré des résultats d'équidistribution aux places finies 
dans un contexte dynamique pour une classe particulière de polynômes. Nous ren- 
voyons à |U| pour des références plus complètes concernant d'autres résultats 
d'équidistribution en arithmétique. 

Deux approches parallèles ont jusqu'à présent été privilégié dans ces problèmes 
d'équidistribution arithmétique. La première développée par Szpiro-Ullmo-Zhang 
et poursuivie par Autissier est d'inspiration géométrique. Les propriétés d'équi- 
distribution résulte dans ce cadre d'un théorème d'Hilbert-Samuel arithmétique 
convenablement énoncé en théorie d'Arakelov. 

L'autre approche initiée par Bilu, et adaptée par Rumely et Baker-Hsia part 
d'une interprétation des hauteurs en termes de la théorie du potentiel. C'est celle-ci 
que nous allons adopter dans la suite. 

Un ingrédient nouveau et important dans notre approche est l'utilisation inten- 
sive d'une théorie du potentiel convenable sur la droite projective définie sur un 
corps p-adique. La topologie p-adique étant totalement discontinue, elle se prête 
de fait mal à l'analyse et tout particulièrement à la théorie de la mesure et du po- 
tentiel. On est donc naturellement amené à travailler dans un espace plus gros dont 
la topologie est plus maniable : la droite projective au sens de Berkovich. Cet es- 
pace est un arbre réel muni d'une topologie compacte, et on peut y développer une 
théorie du potentiel complètement analogue au cas complexe. Il a ainsi été con- 
struit par M. Jonsson et le premier auteur dans yFJ] un opérateur de Laplace, et ses 
propriétés caractéristiques ont déjà été utilisé avec succès pour la construction de 
mesures invariantes en dynamique p-adique, voir [FRl. Nous donnons ici d'autres 
éléments de théorie du potentiel p-adique, mais nous nous sommes restreints à 
ceux nécessaires à l'énoncé et à la preuve de nos résultats principaux. Nous ren- 
voyons aux travaux indépendants de Baker-Rumely |BR2| pour une étude plus 
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approfondie, ainsi qu'aux travaux de thèse récents d'Amaury Thuillier ITh i. En- 
fin mentionnons que Chambert-Loir ICLI a donné quelques éléments pour étendre 
cette théorie en dimension supérieure. 

1.1. Places, complétions et hauteurs adéliques. Commençons tout d'abord par 
mettre en place quelques notations avant de définir les hauteurs que nous étudierons 
par la suite. 

Soit Mq l'ensemble constitué de tous les nombres entiers premiers auquel on 
ajoute oo. On désigne par | • |oo la norme usuelle sur Q et pour un nombre premier 
p on désigne par | • |p la norme p-adique, normalisée par \p\p = p^^. Pour toute 
extension finie K de Q, on désignera par Mk la collection de toutes les normes sur 
K qui étendent l'une des normes | • avec v G Mq. Un élément de Mk est appelé 
place. Pour toute place v, on notera encore | • |t, la norme sur K correspondante. 
On dira que v est infinie lorsque sa restriction à Q coïncide avec | • |oo et que v est 
finie sinon. 

Pour tout V E Mk, on note le complété du corps valué {K, | • et 
l'adhérence de Q dans K^. On pose A^^, = [K^ : Qy]/[K : Q], ainsi que || • ||„ = 
I • 1^". La norme | • \y s'étend de façon unique à la clotûre algébrique de Ky. 
On désignera par C^, le complété de ce corps. Le corps C^, est alors complet et 
algébriquement clos. En toute place infinie, il est isomorphe au corps des nombres 
complexes C. 

Aux places finies, {C^, | • est à la fois totalement discontinu et non locale- 
ment compact, ce qui rend délicat toute analyse sur cet espace. Pour contourner 
ces difficultés, suivant |Be| on définit la droite projective au sens de Berkovich 
P^(Ct,) comme la complétion (pour une métrique convenable) de l'ensemble des 
boules de rayon fini ou infini B{z, r) = {w; \z — w\v < r} dans Cy. Cet espace 
est naturellement un arbre réel métrique dans lequel les ensembles de la forme 
{B{z,r);r G [0,+oo]} sont des segments, et dont le bord à l'infini s'identifie 
canoniquement à la la droite projective standard. On peut de plus le munir d'une 
topologie qui le rend localement connexe et localement compact. Il est alors possi- 
ble de définir une classe V de fonctions sur (C^) à valeurs réelles, et un opérateur 
A défini sur P et à valeurs dans les mesures sur P^(C^) qui joue le rôle analogue 
de l'opérateur de Laplace sur la droite projective complexe. 

Après ces préliminaires, rappelons brièvement la définition de la hauteur de Weil 
standard, ce qui permettra de motiver la définition de hauteur adélique. Soit K 
une clotûre algébrique de K. La hauteur de Weil (ou hauteur naïve) d'un sous- 
ensemble fini F de K, et invariant par l'action du groupe de Galois Gsi\{K /K), 
est par définition^ 

Ici |F| désigne la cardinalité de F et log"*" || • ||„ = logmax{l, || • On définit 
aussi la hauteur naïve d'un élément ade K par hnv{a) = h^viF), où F est l'orbite 
de a sous l'action du groupe de Galois Gai{K /K). On étend /inv à F^{K) = 

'dans tout l'article log désigne le logarithme népérien 
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K U {00} en posant h^^{oo) = 0. Notons que par construction cette hauteur est 
invariante sous l'action de G&\{K/K). 

L'équation Q admet une interprétation simple en terme de théorie du potentiel. 
Pour expliquer celà, notons Diag^ = {{z,z) ; z G C^,} la diagonale de C^, x C^,. 
Lorsque v est infinie, pour chaque paire de mesures boréliennes p, p' supportées 
dans P^(Ct,), et telles que la fonction log+ ||z — soit intégrable par rapport à 
p® p' sur C^, X Ct, \ Diag^, on pose 

(( p, p ))y ■■= - log \\z - w\\y dp{z) (g) dp'{w) . 

JC^xC„\Diag„ 

Pour simplifier les notations, pour tout ensemble fini F, on notera [F] la mesure 
de probabilité atomique équidistribuée sur les points de F. Notons maintenant que 
((A^,A„))„ = et que 

(( [a], Aî, ))„ = -log+ ||a||t, , (2) 

pour tout a G Ct,, où A^, est la mesure de probabilité proportionnelle à la mesure 
de Lebesgue sur le cercle unité 5*^ C C„. Lorsque v est finie, un accouplement 
(( - , • peut être défini de façon analogue. Dans ce cas, la formule ^ reste valide 
pour tout Q G Ct, si l'on remplace A^, par la masse de Dirac située au point de 
P^(Ct,) associé à i?(0, 1). On vérifie que (( A„, A„ )) = pour tout v dans Mk, et 
que la formule du produit donne X^m^ ^ t-^l ' [-^J )) = 0- De (Q} et (S, on tire enfin 

v^Mk 

pour tout sous-ensemble fini F de {K) invariant par l'action du groupe de Galois 
Ga\(K/K). 

Nous proposons une définition de hauteurs basée sur cette égalité. 

Définition 1.1. Une mesure adélique p est la donnée en chaque place d'une mesure 
de probabilité p^ supportée dans P^(C^,), telle que p^ = Xv hors d'un nombre fini 
de places, et telle que p^ admette un potentiel continu en toutes les places, i.e. 
Pv = Xv + Agf avec g continue. 

Définition 1.2. La hauteur adélique hp associée à la mesure adélique p est par 
définition donnée par 

hpiF)--= \ E {m-PvAF]-Pv))v, (4) 

pour tout ensemble fini F C K invariant par Gai{K/K). Pour tout a G F^{K), on 
posera hp{a) = hp{F), où F est l'orbite de a sous l'action du groupe de Galois 
G&\(K/K). 

Les hauteurs adéliques peuvent toutes être définies de manière équivalente par 
une formule du type Mahler. 
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Proposition 1.3. Soit a ^ K et soit P G K\T\ le polynôme (unitaire) minimal de 
a sur K. Alors on a 

hp{a) = /ip(oo) + , ^, , / ll^llî- (^P^ ■ 

deg(a) ^ Jpifc ~) 

Aux places finies telles que py = X^, l'intégrale /pi^^ ) log dpy est égale 

à la norme de Gauss du polynôme P = Yl i-^- max{|at|î,}. Ceci montre que 
le membre de droite est en réalité une somme finie. Dans le cas de la hauteur naïve, 
l'égalité ci-dessus se réduit à la formule de Mahler habituelle. 

1.2. Résultats principaux. Les énoncés ci-dessous résument les propriétés géné- 
rales des hauteurs adéliques. 

Théorème 1. Pour toute mesure adélique p, la fonction hp est une hauteur de Weil 
dont le minimum essentiel est non-négatif. 

En d'autres termes, la différence hp — h^^ est uniformément bornée sur F^{K), 
et pour tout e > 0, l'ensemble {a G F^{K); hp{a) < —e} est fini. 

Théorème 2. Soit {Fn}n>o une suite d'ensembles finis distincts deux à deux et 
Gal{K /K) -invariants telle que lim„__+oo hp{Fn) = 0. Alors pour toute place v de 
Mk on a convergence faible au sens des mesures py lorsque n ^ oo. 

Nous donnerons aussi des estimations quantitatives précises de la vitesse de con- 
vergence [Fn] —>■ pv du Théorème 121 Afin d'éviter d'introduire trop de terminolo- 
gie, nous ne mentionnons ici qu'un énoncé aux places infinies, et nous renvoyons 
au ThéorèmeEJen ^5.5l pour un énoncé analogue aux places finies. 

Théorème 3. Soit p une mesure adélique admettant un potentiel Hôlder en toutes 
les places. Alors il existe une constante C > telle que, pour tout ensemble fini 
F <Z K, invariant par l'action du groupe de Galois et de cardinalité \F\, pour 
toute place infinie v S Mk, et pour toute fonction ip de classe sur {Cv)> on a 

Y fio^) - Udpy < (hp{F) + C X Lip {^) , 

OÙ Lip ((/?) = sup^-^y \(p{x) — ip{y)\/(i{x,y) et d est la métrique sphérique sur 

Afin de comprendre la force de cette énoncé, mentionnons le corollaire nouveau 
suivant dans le cas de la hauteur naïve. Ici A 51 est la mesure de Haar sur le cercle 
unité. 

Corollaire 1.4. // existe une constante C > telle que pour tout ensemble fini 
F G invariant par l'action du groupe de Galois et de cardinalité \F\, et pour 
toute fonction ip de classe sur P^(C), on a 



Dans un travail récent, Petsche (Pel a obtenu une estimation moins forte, mais 
pour une classe de fonctions plus générales. 
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1.3. Exemples et applications dynamiques. Les hauteurs adéliques que nous 
avons construites recouvrent essentiellement toutes les constructions de hauteurs 
déjà considérées dans la littérature (sur la droite projective). Elles coïncident avec 
les hauteurs issues de métriques (sur le fibré 0(1)) dites adéliques intégrables, dont 
la construction a été réalisée par Zhang et étendue par Chambert-Loir |CL| dans 
un travail indépendant du nôtre. On voit ainsi que notre Théorème |2l est équivalent 
à ICLl Théorème 4.2] dans le cas de la droite projective. Nous nous contenterons 
ici de décrire deux types de situations dans lesquelles les Théorèmes Q El et |3l 
permettent d'étendre et de préciser certains résultats déjà connus. 

Supposons donné en chaque place infinie, un compact du plan complexe Ey de 
capacité logarithmique strictement positive. Pour toute place finie, posons p.^ = \y, 
et pour toute place infinie notons la mesure d'équilibre (au sens de la théorie du 
potentiel) de Ey. Toutes ces mesures sont à potentiel localement bornée et sous 
l'hypothèse supplémentaire que ces potentiels sont continus, on peut donc leur as- 
socier une hauteur adélique hp. Dans ce cadre, le Théorème ^ implique la partie 
aisée du théorème de Fekete-Szegô et montre la finitude du nombre de points en- 
tiers dont tous les conjugués sont dans un voisinage fixe de Ey (en toutes les places 
infinies) sous une hypothèse convenable sur la capacité des Ey. Le Théorème |3l 
quant à lui nous donne une version quantitative de LRu2. Théorème 1]. 

De notre point de vue cependant, les applications les plus significatives concer- 
nent une classe de hauteurs issues des systèmes dynamiques. Soit donc R une frac- 
tion rationnelle à coefficients dans un corps de nombres K et de degré D > 2. 
On peut montrer que la limite lim„_»oo D~"'h^^ o existe et définit une hauteur 
de Weil /i/j qui vérifie hji o R = D hji. Nous allons voir que hji est une hauteur 
adélique, mais pour ce faire, il nous faut tout d'abord décrire quelques résultats de 
nature dynamique. 

En toute place infinie v G Mk, les itérés {iî"}„>o de R induisent un système 
dynamique sur la sphère de Riemann. Bien que la nature des suites {R"'{z)}n>o 
dépendent très fortement du choix du point z, l'action par images inverses de R 
présente des propriétés d'uniformité tout à fait remarquable. On démontre en effet 
qu'il existe une mesure de probabilité pn^y, dite mesure d'équilibre, telle que pour 
toutzo G P^C) non exceptionnel pour R, on a 

liui D-^[R-^{zQ]]=PR^y. (5) 

n— >oo 

Rappelons qu'un point est dit exceptionnel pour R si son orbite inverse est finie, 
et qu'une fraction rationnelle donnée admet au plus deux points exceptionnels. 
Ce résultat est dû à Brolin |Br| dans le cas des polynômes, et indépendemment à 
Lyubich |L| et à Freire-Lopez-Mané |FLM|, dans le cas des fractions rationnelles. 
La mesure pn^y est supportée sur son ensemble de Julia^, et permet d'obtenir de 
nombreuses informations sur le système dynamique induit par R. C'est de plus une 
mesure à potentiel continue (et même Hôlder), voir S 16.61 

En toute place finie v, une mesure pji^y satisfaisant à une propriété analogue 
a été construite dans IFRI . Celle-ci n'est pas supportée en général dans l'espace 



la partie de la sphère de Riemann où la dynamique est chaotique. 
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projectif standard P^(C^), mais dans l'espace de Berkovich associé, et elle est 
aussi à potentiel continu. 

On peut maintenant énoncer le 

Théorème 4. Soit R une fraction rationnelle de degré au moins 2 et à coef- 
ficients dans un corps de nombre K. Pour chaque place v de K soit la 
mesure d'équilibre de R correspondante. Alors = {pr,v}v&Mk mesure 
adélique et la hauteur normalisée coïncide avec la hauteur hp^ définie par la 
mesure adélique pu. 

La Proposition 1 1 . 31 s ' applique donc, et nous donne ainsi une formule de Mahler 
pour toutes ces hauteurs. Dans ce cadre, celle-ci avait été énoncée et démontrée 
dans fPST|. 

La hauteur Iir est aussi redevable des Théorèmes ^121 et |3] ci-dessus. Notons 
cependant que le Théorème ^ ne nous donne aucune information. En effet, on a 
par construction Iir > 0, et le minimum essentiel de hji est nul, car {Hr = 0} 
qui est constitué des points prépériodiques de R, est toujours infini. Par contre, 
le Théorème 121 permet d'obtenir des résultats d'équidistribution remarquables. On 
obtient ainsi le corollaire suivant, qui donne une preuve arithmétique d'un résultat 
dû à O dans le cas complexe. 

Corollaire 1.5. Soient R et S deux fractions rationnelles à coefficients dans un 
corps de nombres K, avec deg(iî) > 2. Pour n > 1, notons Fn le sous-ensemble 
des solutions dans K à l'équation R"" = S. Si pour n grand les ensembles Fn sont 
distincts deux à deux, alors pour toute place v G Mk, on a 

lim [Fn] = PR,v . 
n—>oo 

Lorsque S{z) = z, l'ensemble F„ est égal à l'ensemble des points périodiques 
de R dans K, de période n. Dans ce cas les ensembles F„ sont distincts deux à 
deux (pour n grand) et on obtient l'équidistribution des points périodiques de R 
selon la mesure d'équilibre. C'est un résultat nouveau pour toute place finie. 

Lorsque zq ^ K n'est pas exceptionnel pour R et lorsque la fraction rationnelle 
S est constante égale h zq, on sait que les ensembles F„ sont distincts deux à 
deux. On obtient alors le résultat d'équidistribution des préimages itérées de zq, 
mentionné ci-dessus en 

C'est dans ce contexte que plusieurs cas particuliers du Corollaire 11.51 ont été 
obtenus précédemment. Bilu I Bi I l'a tout d'abord démontré pour les morphismes 
de puissance. Autissier lAul a ensuite obtenu ce résultat à la place infinie pour 
toutes les fractions rationnelles comme un cas particulier d'un résultat concernant 
les courbes arithmétiques. Le Corollaire 11.51 a récemment été démontré pour les 
polynômes par Baker-Hsia IBHI à la place infinie et, sous certaines hypothèses, 
aux places finies. 

Finalement, dans des travaux indépendants des nôtres, Baker-Rumely [BRI! 
d'une part et Chambert-Loir LCL.I d'autre part ont démontré le Corollaire ll.5l pour 
S{z) = z en toutes les places (finies et infinies). 
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La mesure adélique pR est à potentiel Hôlder (voir § I6.6t et par conséquent la 
hauteur normalisée hn vérifie toutes les conditions du Théorème |3l Ceci permet 
d'obtenir immédiatement la version quantitative suivante du Corollaire 11 .51 

Corollaire 1.6. Soit R une fraction rationnelle de degré D >2 a coefficients dans 
Q, et notons pR sa mesure d'équilibre sur P^(C). Alors il existe une constante 
C > telle que pour toute fonction (p de classe sur P^(C), pour tout point 
z G F^(Q) non exceptionnel, et pour tout n > 0, on ait 



Ce résultat est tout à fait surprenant dans la mesure où pour une fraction ra- 
tionnelle à coefficients complexes quelconques, l'estimation en nD^"- ne semble 
pas connue. Des estimations en ex.p{—^/n) ont été obtenues dans |DPU| (et pour 
des fonctions / Hôlder), et raffinées en pour un o" < 1 proche 1 dans lïfl, voir 
aussi I PS I pour des résultats plus faibles. 

Il nous semble intéressant de mentionner aussi le corollaire suivant dont une 
preuve directe par des méthodes complexes semble délicate. Ce corollaire nous a 
été inspiré par [BH Theorem 8.13] dont le théorème ci-dessous en est une version 
quantitative. Fixons un entier D >2,et regardons l'ensemble des polynômes de la 
forme Pc(z) = + c pour c G C. Il est intéressant de regarder l'ensemble dit de 
Mandelbrot et noté À4 d, constitué des paramètres c pour lesquels l'orbite de z = 
pour Pc est bornée. On montre que M. d est un ensemble compact. On peut donc 
considérer sa mesure harmonique /i/j, qui est caractérisée de manière dynamique 
par la formule po = linin-^oo D^'^'^A log+ |PJ^(0)|. 

On dit qu'un paramètre c G C est critiquement fini, s'il existe des entiers dis- 
tincts net m tels que -P"(0) = P^{0). Notons que pour de tel paramètres, c G Q. 

Théorème 5. // existe une constante C > telle que pour tout ensemble fini et 
Gal{<Q/Q) -invariant F C C de paramètres critiquement finis et toute fonction (p 
de classe sur P^(C), on a 



En particulier pour toute suite d'ensembles finis {Fn}n>i distincts deux à deux 
vérifiant les propriétés ci-dessus, on a [Fn\ p^. 

La preuve du Théorème |5l est donné en S 16.51 Nous indiquons maintenant rapi- 
dement la preuve du Corollaire 11. 51 

Démonstration du Corollaire U .5\ On fixe tout d'abord des constantes B,C > 
telles que hjî{S{z)) < B ■ hji{z) + C (on peut en fait prendre B = deg(5)). Pour 
tout z G Fn, on a alors D'^hniz) = hR{R''{z)) = hR{S{z)) < B ■ fiR^z) + C, 





donc 



hR{z) < 



C 



pour tout z G Fr 



- D'^-B 
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Comme R et S sont à coefficients dans K, les ensembles F„ sont Gai{K / K)- 
invariant, et l'estimation précédente donne lim„^oo hjî{F„) = 0. Sous l'hypothèse 
supplémentaire que les ensembles sont distincts deux à deux, le Théorème I^J 
s'applique et donne alors lim„_»oo[-^n] = Pr,v D 

1.4. Stratégie de la preuve. Nous indiquons maintenant comment démontrer nos 
résultats principaux, les Théorèmes ^ et |2l 

Le fait que pour toute mesure adélique p, la fonction hp soit une hauteur de 
Weil résulte directement de notre hypothèse de continuité sur les potentiels des 
mesures p^. Les deux autres énoncés, le fait que le minimum essentiel de hp soit 
positif et le résultat d'équidistribution, sont en réalité la conséquence d'une même 
estimation de positivité de chacun des termes (( [F] — p^, [F] — p^ intervenant 
dans la définition de hp, que nous expliquons dans le cas des places infinies. 

Etant différence de deux mesures de probabilité, chaque mesure [F] — p^ s'écrit 
lS.g pour une fonction g définie globalement sur la sphère de Riemann. Une intégra- 
tion par partie montre alors que-' (( [F] — p^, [F\ — pv))v = /pi(c ) ^5 ^ ^'^9 '^^^ 
que cette intégrale est bien définie. C'est le cas lorsque g est lisse, ce que nous 
allons supposer un instant pour les besoins de la discussion. Dans ce cas f dg A 
<Fg = J \dg / dx\'^ + \dg / dy\^ dxdy est positif et s'annule si et seulement si g est 
constante, ou bien de manière équivalente si et seulement si [F] — pv = = 0. 
On expliquera en ^2.51 que tout ceci reste vrai sous l'hypothèse plus faible que g 
est continue. 

Cependant la mesure [F] est atomique et donc g n'est même pas localement 
bornée. L'idée consiste alors à approcher [F] par une famille de mesures lisses 
[FJe (en convolant par un noyau lisse), et le point clé est d'estimer précisément la 
différence (( [F] - p^, [F ] - Pv))v - {{ [F] s - PvA^h - Pv))v C'est le contenu 
des Lemmes l2.9l et l2!TÔl qui permettent de contrôler cette différence en termes du 
paramètre e et de la cardinalité de F. 

La même analyse est possible aux places finies, si l'on remplace l'espace pro- 
jectif standard par la droite projective au sens de Berkovich. On utilise dans ce cas 
un procédé de régularisation de nature élémentaire (basé sur la structure d'arbre de 
P^(Ct,)) pour estimer la positivité des termes (( [F] — p^, [F] — p^ )). Ceci aboutit 
aux Lemmes l4TTÔl et l4. 111 

Une fois ces estimations faites, la preuve du Théorème ^ est une application 
simple du théorème de Northcott sur la finitude des points de hauteur (naïve) et de 
degré bornés. Concernant le Théorème|2l si F„ est une suite d'ensembles finis telle 
que hp{F„) 0, nos estimations de positivité et le fait que |F„| ^ oo impliquent 
en toutes les places lim„^o (( [Fn]—Pv, [Fn]—Pv ))v = 0, dont on déduit [F„] p^. 

Notons finalement que les estimations de positivité que nous donnons sont es- 
sentiellement optimales. Nous décrivons en ^6.7l un exemple qui montre qu'en tous 
les cas ces estimations sont nécessaires. On construit en effet une hauteur adélique 
(de type dynamique) hp, une suite d'ensemble fini Fn invariant sous Gal(i^/i^) et 



'à une constante multiplicative près tenant compte du fait que v est réel ou non. 
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de cardinalité tendant vers l'infini, pour lesquels il existe une place (finie) telle que 

(( [Fn] - pv, [Fn] - pv)) <0 pour tout n. 

1.5. Plan de l'article. Cet article est divisé en cinq parties. Dans la Section|2l nous 
rappelons les éléments de théorie du potentiel sur C nécessaires à notre analyse. 
Bien que le contenu de cette partie soit classique, le traitement que nous donnons 
ici est adaptée précisément à nos besoins et sert de base au traitement de la théorie 
du potentiel que nous développons aux places finies par la suite. Dans la Section|3l 
nous faisons quelques rappels sur la géométrie de la droite projective au sens de 
Berkovich sur Cp. Dans la Section |4j nous décrivons les résultats de théorie du 
potentiel sur Cp analogues à ceux de la Section |2l La Section |5l est dédiée aux 
preuves des Théorèmes ^ |2j et|3l Enfin nous montrons dans la dernière Section |6l 
le Théorème|4]établissant que les hauteurs dynamiques sont des hauteurs adéliques, 
ainsi que le Théorème |5] 
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2. Théorie du potentiel dans le cas complexe 

2.1. Forme de Dirichlet. On identifie C à M © et pour z = x + iy £ C on 
pose z = x — iy. Toute application linéaire réelle définie sur C et à valeurs dans C, 

s'écrit de façon unique comme une combinaison linéaire complexe des applications 
z <—>■ z et z 1-^ z. Toute 1 -forme lo sur C se décompose donc uniquement sous la 
forme oj = u^ifidz + ujq^icIz ; la forme ooi fldz (resp. ojo^idz) est la composante dite 
de type (1, 0) (resp. (0, 1)) de la forme ùj. Si / : C — ^ C est une fonction de classe 
C^, on note df = df + df, où df est la composante de type (1, 0) et df celle de 
type (0, 1) de df. On pose d'^f := ^ [df — df). C'est un opérateur réel au sens où 
d'^f = d'^f. Si / et 5 sont deux fonctions de classe à valeurs réelles, on vérifie 
que 

\ ox ox oy oy ) Zir 

Fixons /, g deux fonctions réelles de classe C^. Pour tout ouvert connexe D c C, 
on notera (/, g) d '■= Jj^ df A d'^g G M. Cet accouplement est appelé classiquement 
forme de Dirichlet. 11 est clair que {•,-)d définit une forme bilinéaire positive sur 
l'espace des fonctions de classe et que l'on a (/, g)\) < (/, /) d ■ {g, g) d avec 
égalité si et seulement si il existe une constante c G M telle que la fonction f — cg 
soit constante sur D. 

Enfin, on notera que pour toute fonction de classe C^, on a dd'^f = {Af )dxAdy, 

où A/ = (27r)~^ ( + jr4i est le Laplacien standard de / sur C. On verra à 



la section suivante la justification du choix de normalisation par 27r. Enfin on fera 
souvent l'abus de notations A/ = dd'^f. 

2.2. Fonctions sous-harmoniques. Dans la preuve du théorème principal, nous 
aurons besoin de travailler avec la forme de Dirichlet appliquée à des fonctions de 
classe de régularité plus faible que C^. Ceci est possible si les fonctions possèdent 
des propriétés de convexité compatible avec la structure complexe. Commençons 
par une définition. 

Définition 2.1. Une fonction u : C — > RU{— cx)} non identiquement — oo est 
dite sous-harmonique si elle est semi-continue supérieure, et qu'elle vérifie en 
tout point et pour tout rayon r > 0, l'inégalité dite de sous-moyenne u{z) < 

On vérifie que toute fonction sous-harmonique est localement intégrable. Grâce 
aux inégalités de sous-moyenne, on montre que par convolution toute fonction 
sous-harmonique est limite décroissante de fonctions sous-harmoniques lisses. On 
en déduit alors que pour toute fonction sous-harmonique u, la distribution dd'^u est 
une mesure positive. Réciproquement, on montre que toute fonction L^^^ dont le 
dd'^ au sens des distributions est une mesure positive est égale presque partout à 
une fonction sous-harmonique. 

Pour tout zo G C, la fonction z log | z — zq I est sous-harmonique et on a 
dd'^ log I • —zo\ = [zq] (c'est pour que cette formule soit valide que l'on a normalisé 
le laplacien en divisant par 27r) . Par intégration, on en déduit que pour toute mesure 
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de probabilité p sur C et à support borné, la fonction gp{z) := log — it;| dp{w) 
est sous-harmonique dans C, et l'on a Açp = p. Lorsque p := Ai est la mesure de 
probabilité proportioimelle à la mesure de Lebesgue sur le cercle unité, on obtient 

9Xi{z) = log+ \z\. 

Dans toute la suite, on désignera par potentiel d'une mesure p définie sur un 
domaine Q, toute fonction sous-harmonique u définie sur Q et telle que Au = p. 
Un potentiel est défini à une fonction harmonique près. On dira que p est à potentiel 
continu (resp. borné) si p = Au avec u continue (resp. bornée). Ceci ne dépend 
pas du choix du potentiel car toute fonction harmonique est hsse. 

2.3. Régularité des potentiels. Comme la fonction z log \z\ est un noyau fon- 
damental pour le laplacien, pour toute fonction sous-harmonique u définie dans le 
disque unité, la fonction u{z) — J^^^^i log \z — w\ Au{w) , est harmonique, donc 
lisse. On déduit de ce fait qu'une fonction sous-harmonique est dans L^^^ pour tout 
1 < p < oo (car c'est le cas pour log |2;|) ; et que ses dérivées partielles ff et || 
sont dans L'f~^'^ pour tout e > (car c'est le cas pour la dérivée | • de la fonction 
log I • |). En particulier, du est une 1-forme à coefficients L^~^^. 

Notons cependant que, étant donnée une partie ouverte et connexe D de C, ces 
propriétés ne suffisent pas pour pouvoir définir {u, v) d pour un couple arbitraire 
de fonctions sous-harmoniques uetv.ha condition la plus faible sous laquelle ce 
produit est défini et pour laquelle l'inégalité de Cauchy-Schwartz est vérifiée est 
naturellement u G L^{dd'^v). Cependant, dans ce cas la 2-forme du A d'^v n'est 
que mesurable en général, ce qui complique nettement l'exposition. Nous nous 
contenterons donc de résultats plus faibles. 

Lemme 2.2. Soit u une fonction sous-harmonique localement bornée. Alors la 1- 
forme du est à coefficients Lf^^. 

11 est en fait vrai que u G L\^^{dd'^u) équivaut au fait que du est à coefficients 
Lj^^ç., mais nous n'aurons pas besoin de ce résultat plus fort. 

Démonstration. On fixe donc une suite décroissante de fonctions sous-harmoni- 
ques lisses Un convergeant vers u. On peut construire Un par convolution, et on 
montre alors que Un ^ u dans L\^^ pour tout 1 < p < oo, et que dun du 
dans LP'~^ pour tout e G (0, 1). Soit x une fonction hsse positive dans D à support 
compact. Stokes donne : 



On a donc < x dun A d^Un = ^ fjj Un dx A d'^Un — fj^ x^n dd^Un- On va 
montrer que les deux derniers termes sont bornés uniformément en n. On peut donc 
extraire une sous-suite de la suite de 1-formes dun convergeant faiblement dans 
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Lf^^. Comme dun —>■ du presque partout, le théorème de convergence dominé im- 
plique que la limite est nécessairement du, ce qui montre que du est à coefficients 

On a tout d'abord d'^Un d^u dans L'^^J pour tout e > 0, et u„ — > tt dans L^^^ 
pour tout p > donc Und^Un ud'^u dans L^^^. Comme x est lisse à support 
compact, la suite Un dx A d^Un converge donc vers Jj-,udx /\ d^u S M. 

Ensuite, Un > u donc x^n dd'^Un > x'^dd'^'^n- La fonction u est bornée 
inférieurement sur le support de x une constante C. On a donc l'inégalité 
/d Xî^n dc?'^u„ > C xdd^Un- Ce dernier terme est uniformément borné. Ceci 
termine la preuve du lemme. □ 

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant. 

Lemme 2.3. Soient u et v deux fonctions sous-harmoniques. Si v est localement 
bornée, alors u est localement intégrable par rapport à la mesure dd'^v. 

Démonstration. Soient Un ^ u, Vm ^ v deux suites régularisantes et x une 
fonction test définie sur un domaine D. On a vu à la preuve du Lemme IZ2l que 
pour tout n, 

X dun A d^Vm + / Undxf\ d^Vm + / XUn dd^Vm = 0; 
D Jd Jd 



X dVm A d^'Un + / Vmdxf\ d'^Un + / X^m dd^'Un = . 

D Jd Jd 

Comme précédemment, les termes n„ dx^d'^Vm et Vm dx^d'^Un convergent 
respectivement vers Jj^udx ^ d'^v et f^v dx /\ d'^u et sont finis. Quand n ^ oo, 
dd^Un dd'^u et comme v est localement bornée, C > Vm > —C pour une 
constante C > et pour tout m. La suite x^m dd'^Un est donc uniformément 
bornée. Enfin on a la symétrie dun A d'^Vm = dvm A d'^Un. On en déduit donc que 
fo X'^n dd^Vm est uniformément bornée en n, m. Comme dd^Vm — > dd'^v et Un 
décroit vers u, il s'ensuit que u G L\^^{dd'^v). □ 

2.4. Energie. Notons Diag = {{z,z) ; z G C} la diagonale de C x C. Soient 
p et p' deux mesures signées sur P^(C). Notons \p\ et \p'\ leur mesure trace et 
supposons que log |z— G ® |/9'|) dans C^\Diag. On définit alors l'énergie 

mutuelle de p et p' par l'intégrale : 

{p, p') := - / log \z - w\ dp{z) (gi dp'{w) . (7) 

JCxC\Diag 

Lorsque p = Y^mi[zi\, p' = Y^m'-lz'-] sont deux mesures à support fini, l'hy- 
pothèse d'intégrabilité est immédiatement satisfaite, et on a 

(p, P') = - ^ ^i^'j - 41 ^^^'^ ^ = i^^'-?') ; ^ 7^ 7^ 4 ^ ■ 

S 

Dans la suite, on utilisera aussi le critère d'intégrabilité suivant. Pour toute mesure 
positive p définie sur P^(C), on utilisera la locution p est à potentiel continu pour 
dire que localement en tout point de P^(C), p = Au avec u continu. 
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Lemme 2.4. Soit p une mesure signée dont la mesure trace est à potentiel continu. 
Soit de plus p' une mesure satisfaisant à l'une des propriétés suivantes : 

• p' est une mesure à support fini ne chargeant pas l'infini ; 

• \p'\ est à potentiel continu. 

Alors loff \z — w I E L^{\p\ \p'\) dans P^(C) x pi(C). En particulier, {p, p') est 
bien défini. 

Démonstration. Dans le premier cas, il suffit par linéarité de montrer que log | z — 
wq\ g L^(|/9|) pour tout t^o S C fixé. Localement en un point z G C, celà résulte 
du Lemme 1231 car \p\ admet un potentiel continu. Au point infini, on peut faire le 
changement de variable Z = 1 /z et on a alors log | z — ii;o | = log 1 1 — Zwq \ — log | Z \ 
qui est une différence de deux fonctions sous-harmoniques. Donc log — wqI est 
aussi localement intégrable par rapport à \p\ au voisinage de l'infini. 

Pour démontrer l'intégrabilité de log — dans le second cas, on remarque 
que par linéarité, il suffit de le vérifier lorsque p et p' sont des mesures positives 
à potentiel continu. C'est complètement clair dans CxC privé de la diagonale. 
Localement en un point de la diagonale, celà résulte comme précédemment du 
Lemme |231 combiné maintenant au théorème de Fubini. En un point de la forme 
{oo,w) avec w G C, le changement de variables Z = 1/ z donne log 1^ — = 
log |1 — Zw\ — log \ Z\, qui est localement une différence de deux fonctions sous- 
harmoniques. Le raisonnement précédent s'applique donc. Au point (oo,oo), on 
pose Z = 1/ z e.tW = 1/w. On a alors log — = log \Z — W\ — log \Z\ — 
log \ W\. On conclut de même que log — est intégrable par rapport à |p| (g 
en ce point. On a donc prouvé que log — w| G i^(|/o| \p'\). D 

Lemme 2.5. Soient p, p' deux mesures signées telles que loglz—wl G L^(|p|(g)|p'|) 
dans P"'^(C) xP"'^(C). Alors la fonction gp{z) := log jz — dp{w) est intégrable 
par rapport à p' et on a 



Démonstration. L'hypothèse implique tout d'abord que pÇ^p' ne charge ni Diag, ni 
{oo} X P-'^(C), ni P-'^(C) X {oo}. De plus, Fubini implique que ^^(z) := J^loglz — 
w\dp{w) est bien défini pour presque tout z et que l'on a gp e L^{\p'\). On peut 
donc écrire : 




(8) 




log \z — w\ dp{z) (g) dp'{w) 





log Iz — wl dp{z) dp' {w) 




Ce qui conclut la preuve. 



□ 



2.5. Positivité. On va maintenant montrer que l'énergie d'une mesure p possède 
des propriétés de positivité, au moins lorsque p(P^(C)) = et lorsque p admet 
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un potentiel suffisamment régulier. Pour mémoire, notons qu'une mesure signée p 
définie sur P^(C) s'écrit p = Ag avec g : P^(C) —>■ M localement intégrable si et 
seulement si p(PHC)) = 0. 

Proposition 2.6. Soit p une mesure signée sur P^(C) telle que yo(P^(C)) = 0, et 
dont la mesure trace est à potentiel continu. On peut alors écrire p = Ag avec g 
continue, et (p, p) est bien définie. De plus, dg est une 1-forme à coefficients Lp' et 
on a 



{p,p)= / dgAd'g>0. (9) 
De plus {p, p) = si et seulement si p = 0. 

Démonstration. Ecrivons la décomposition de Jordan de Ag sous la forme Ag = 
pi — p2, avec pi et p2 deux mesures positives de même masse. Par hypothèse, 
localement en tout point, pi et p2 admettent des potentiels continus. Au voisinage 
d'un point p, on peut donc bien écrire p = Ah avec h continue. Mais g — h est 
harmonique, donc g est aussi continue. Le fait que {p, p) est bien définie résulte du 
Lemme lZH Pour montrer que dg est à coefficients L^, on applique le Lemme l2!2l 
aux potentiels locaux de pi et p2. Les formes dg et d'^g sont donc toutes deux 
localement à coefficients L^, donc globalement par compacité de P^(C). On 
fixe alors R> très grand. Stokes donne : /^^q dg A d'^g = — fj^^^ g dd^g + 

gd'^g. Comme g est continue, et quitte à remplacer g par g — g{oo), on peut 
supposer que ^ à l'infini, donc le dernier terme tend vers pour une sous-suite 
Rn croissant vers l'infini, convenablement choisie. En passant à la limite, on en 
déduit que 



/ 



dg Ad^g = - g dd^g . (10) 

(C) ypi(c) 

Le Lemme |231 implique que gp{z) = f^^^log \z — w\ dp{w) est bien définie et 
intégrable par rapport à p. Mais Agp = p = Ag donc gp — g est constante. Comme 
p a un potentiel local continu en l'infini, on a p{oo} = 0. Donc p(PHC)) = 
implique lim^^oo 5p(-2) = = 5(00). On conclut que g = gp. Finalement ^ 
implique 

iP,p) = - 9pdp = - g dd^g = dg Ad^g . 

Je Je Jpi(C) 

Ceci démontre Enfin (p, p) = implique dg = presque partout (rappelons 
que dg est une 1-forme à coefficients L^). La continuité de g et le fait que g{oo) = 
implique que g = O.En particulier, p = 0. □ 



2.6. Energie et régularisation. Dans ce paragraphe, on démontre la Proposi- 
tion |^1 Ce résultat sera fondamental dans le reste de l'article. 

On fixe dans toute la suite une fonction lisse décroissante ip : [0, 00) —>■ [0, 1], 
telle que if = hors du segment [0, 1] et Jq ip = 1. Pour tout e > 0, on note 
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(^£(r) = £ Pour toute fonction continue x sur P^(C), on définit 



Xe{z) := I I x{z + ré*)— ipe{r)dr , 




dt' 



(11) 



avec la convention XsC+oo) = C'est une fonction lisse sur C, continue sur 

P^(C), et Xe terid uniformément vers x lorsque £ — ^ 0. Pour toute mesure signée p 
sur P^(C), on définit sa convolée := ip^ * p en posant J xdpe '■= f Xsdp pour 
toute fonction continue x- Si p est une mesure de probabilité, p^ est encore une 
mesure de probabilité. On vérifie facilement le 

Lemme 2.7. Pour toute mesure signée p, on a p^ ^ p lorsque e — > 0. Pour toute 
suite de mesures signées telle que Pn p, ona pn,e Pe- Enfin si p est à support 
compact dans C, alors p^ est à potentiel continu. 

En particulier, si z G C, la mesure de probabilité [z]^ est une mesure à potentiel 
continu. Dans la suite, on utilisera la terminologie suivante. Si F C C est un 
ensemble fini de cardinal on notera 



Dans la proposition suivante on note par Ai la mesure de probabiUté proportion- 
nelle à la mesure de Lebesgue sur le cercle unité. 

Rappelons qu'un module de continuité pour une fonction continue h sur P^(C) 
est une fonction : M_|- M+, telle que pour tous points z,w Çl P^(C) tels que 
d(z, w) < e, on ait \h{z) — h{w)\ < r]{e). Ici d dénote la métrique sphérique sur la 
sphère de Riemann. Notons que la métrique euclidienne | • | sur C est plus grande 
que la métrique sphérique, donc tout module de continuité pour d est un module de 
continuité pour | • |. 

Proposition 2.8. Soit p une mesure de probabilité à potentiel continu, soit rf un 
module de continuité d'un potentiel de p — \i et posons ri{e) := rj{e) + e. Alors il 
existe une constante C > telle que pour tout e > et tout sous ensemble fini F 
de C, on ait 



{[F] - p, [F] -p)> {[F], - p, [F], -p)- 2r,{e) - \F\-\C + loge-') (12) 



La preuve, qui sera donnée ci-dessous, repose sur l'étude du comportement de 
l'énergie après régularisation des mesures. 

Lemme 2.9. Soient p et rj comme dans la proposition. Alors pour tout ensemble 
fini de points F G C, on a 



iF] = \F\-'Y.i'] et [F], = |F|-i^[z],. 




> -2r]{e) - \F\-\C + loge-') 



(13) 



\{[F],p)-{[Fl,p)\<r,{e). 



(14) 



Lemme 2.10. // existe une constante C telle que pour tout e > et tout ensemble 
fini F de points, on ait 

[F]e) < {[F], [F]) + \Fr\C + loge-') . (15) 
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Preuve de la vrovosition ]2.8\ Comme p et [F]^ sont des mesures de probabilité à 
potentiel continu, il existe une fonction g définie et continue sur (C) telle que 
A(7 = p — [F]£. L'équation Q implique alors ([F]^ — p, [F]^ — p) > 0. En 
particulier, (fT2l) implique (fT3b . 

Le résultat est alors une conséquence immédiate des Lemmes l2.9l et l2. lÔl □ 

Preuve du Lemme ïT^ On traite tout d'abord le cas où p = Ai. On a alors gx^ (z) = 
ff^ log Iz — dXi (w) = log^ \ w\ sur C. Pour tout z E C, les équations ^ et (fTTl) 
donnent alors : 



([z]„Ai)-([z],Ai 



log+ \w\{ipe * [z] - [z]) 



(log+ |z + re**| -log+|z|) — 



On vérifie facilement que |log^ \z + re**| — log^ \z\ \ < e pour tout z, t et tout 
r < e.Onadonc|([z]„Ai)-([z],Ai)| < eetpar suite Ai)-([F], Ai)| < e. 

Dans le cas général on écrit p — \i = Ah sur P^(C). Par hypothèse h est 
continue et la fonction 77 est un module de continuité de h. Sur C, on a alors p = Ag 
avec g := log'^ \w\ + h. De (ISj, on déduit 



gd{[F],-[F]) = 

'/id([F],-[F]) + ([F]„Ai)-([F],Ai) 



Ce dernier terme est borné par r]{e) := rf^e) + e, ce qui termine la démonstration 
du lemme. □ 

Preuve du Lemme \2.10\ Fixons r, r' > et z, z' G C distincts. Alors 

dt (g) dt' 



I 



log 



[z + re**) - (z' + r'e 



(27r)2 



/ max |log |z — (z' + r'e** )|, log r| — 
y[0,27rl 27r 



> 



'[0 

> max 



dt' 



[0,27r; 



log \z - {z' + r'e** )| —, logr S > 
2iï 



> maxjlog Iz — 2;'|,logr',logr} > log \z — z'\ . 

Pour tous z, z' G C distincts, on obtient ([z]e, [z']^) < — log |z — z'| = {[z], [z']) 
en intégrant cette suite d'inégalités. Lorsque z = z' , les inégalités précédentes se 
réécrivent 

dt dt' 



log 



[0,27, 



[z + re**) - (z + r'e** ) 



(2vr)^ 



/ log 


re'* - r'e'*' 


/[0,27r]2 





dt(g)dt' ^ „ 

^^^-^2 = maxjlog r, log r } , 



18 



CHARLES FAVRE AND JUAN RIVERA-LETELIER 



et donc 

{[z]e, [z]i;) < — / max{logr, logr'}ipi;{r)ipi;{r') dr (2) dr' < 

< — / logr ■ (p^{r)dr = C + loge^^ , 
Jo 

pour une certaine constante C. On déduit de tout celà : 

^JW ^ (WJ^']) + ^E(N.,Ne) = 

I I zj^z'gF ' ' zGF 



' ' z£F 

Le dernier terme se maj ore par ( C + log e ~ ^ ) / 1 F | , ce qui termine la démonstration. 

□ 

2.7. Le résultat clef. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat clef qui 
nous servira dans la preuve du théorème principal de l'article. 

Proposition 2.11. Soit p une mesure de probabilité sur (C), telle que localement 
en tout point, il existe une fonction g continue vérifiant p = Ag. Soit C P^(C) 
une suite d'ensembles finis telle que oo. Alors 

lïuin^ooiiFn] - P, [Fn] - p) < implique lim [Fn] = p . 

n— >oo 

Démonstration. Tout d'abord notons que l'on peut toujours supposer que F„ C C. 
En effet, par construction {[Fn] — p, [Fn] — p) — > et — > oo impliquent 
{[Fn\{œ}]-p, [F, \ {oo}] - p) ^ 0. 

Pour démontrer la proposition, on se ramène à la Proposition 12.61 en régulari- 
sant les mesures [Fn]. Les mesures [Fn]e sont absolument continues par rapport 
à la mesure de Lebesgue sur C, on peut donc écrire [Fn]e — p = Agn.e avec 
gn,e continues, que l'on normalisera par ^(oo) = 0. On va montrer que Agf„ ^ 
converge faiblement vers la mesure nulle lorsque l'on fait tendre n — > oo puis 
e — > 0. Comme les mesures Agn,£ sont de masse totale égale à 0, il suffit de 
montrer que pour toute fonction lisse x à support compact dans C on a 



lim lim / xdd'^dne = 0. (16) 

En effet, prenons un point d'adhérence p de la suite de mesures de probabilité [Fn]. 
On peut donc trouver une sous-suite [Fn^] — > p. L'opérateur de régularisation est 
continue dans l'espace des mesures, donc pour tout e > 0, on a [Fn^Je — > Pe, 
voir Lemme ITTl L'équation (fT6l se traduit par l'égalité lim^^o Pe = P> et on en 
déduit donc p = p. Tous les points d'adhérence de [Fn] étant égaux à p, on conclut 

[Fn] - p. 
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Pour montrer (fT6t . on procède comme suit. De (fT2l) . on tire 

{[Fn]e - P, [Fnh - p) < ([^n] " P, - p) + lEn^^C + logS-^) + 2r/(e) . 

Comme |F„ | ^ oo et que par hypothèse lim„^oo([-^n] — P, [Fn] — p) < 0, on en 
déduit que 

lime^olim„-*oo([i^n]e - p, [Frile - p) < . (17) 

De S, on tire {[Fn]e - p, [Fn]e - p) = Je dgn,s A d''gn,£ > 0. Au vu de on 
en déduit lime^o lim„^oo Je dgn,e A d'^â'n.e = 0, puis lim£_^o lim„_^oo d''gn,e = 
dans L^, donc dans L^. Si x est une fonction à support compact dans C quelconque, 
le Théorème de Stokes implique 

lim lim / xdd'^gn e = li™ ~ dx ^ d'^gn £ = 0. 

e— +0n— »co ' e^Ort— >oo ' 

Ceci termine la preuve de la proposition. □ 

3. L'espace de Berkovich de Cp. 

L'espace Cp muni de sa norme p-adique est un espace totalement discontinu et 
non localement compact et de ce fait se prête mal à l'analyse ou à la théorie de la 
mesure. Pour contourner cette difficulté, on "connexifie" Cp en construisant un ar- 
bre A^(Cp) dans lequel Cp s'identifie à un sous-espace de ses bouts. Cette construc- 
tion dûe à Berkovich s'avère tout à fait fondamentale. Nous verrons au paragraphe 
suivant qu'il est ainsi possible de construire un opérateur de Laplace convenable 
sur A^(Cp). Dans ce paragraphe, nous décrivons les propriétés topologiques essen- 
tielles de Ai(Cp). 

3.1. Le corps Cp. Fixons une clôture algébrique Q du corps des nombres ra- 
tionnels Q et un nombre premier p. On désigne par | • | la norme p-adique sur 
Q, normalisée par \p\ = p^^. Cette norme s'étend de façon unique en une norme 
définie sur la complétion Qp du corps valué (Q, | • | ), puis sur une clotûre algébrique 
Qp. On désignera toutes ces normes par | • |. On notera enfin Cp la complétion de 
(Qp, I • I). Le groupe 

\C;\={\z\-zGC;} 

est appelé le groupe des valeurs et il est égal à {p*"; r G Q}. Enfin, on notera 
P^(Cp) la droite projective de Cp, que l'on peut identifier naturellement à Cp U 
{oo}. 

3.2. L'espace des semi-normes. Soit A^(Cp) l'espace de toutes les semi-normes 
multiplicatives définies sur Cp [T] , dont la restriction à Cp est égale à | • | . On note 
de plus Soo la fonction définie sur Cp [T] , qui est constante égale à oo sur tous les 
polynômes non constants de Cp et telle que pour chaque polynôme constant P = a 
on ait SooiP) = \a\. On pose P^Cp) = A^{Cp) U {Soo} et on munit P^Cp) de 
la topologie la moins fine telle que pour chaque P G Cp[T] la fonction S f—>- S{P) 
soit continue. L'espace P^(Cp) est alors compact et sa topologie admet une base 
dénombrable. On l'appelle espace analytique de Berkovich associé à P^(Cp). 
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Tout z G Cp induit une semi-norme Sz définie par Sz{P) = \P{z)\. L'applica- 
tion z Sz est un homéomorphisme de P^(Cp) = CpUjcxD} sur son image. Dans 
la suite, on identifiera P^(Cp) avec son image dans P^(Cp). 

A ciiaque boule B = {\z — zq\ < r} correspond la semi-norme Sb dans A^(Cp), 
définie par Sb{P) = supb\P{z)\- Plus généralement, toute suite décroissante 
{Bi}i>o de boules de Cp induit une semi-norme P h->- limi_>oo Sb^{P)- Récipro- 
quement, toute semi-norme dans A^(Cp) est de cette forme et les points de P^(Cp) 
se rangent donc dans l'une des quatre catégories suivantes (voir par exemple LBêl 
p.l8]) : 

i) les points de P^(Cp) ; 

ii) les points rationnels, de la forme Sb, avec B = {\z — a\ <r}etrG |C*|; 

iii) les points irrationnels, de la forme Sb, avec B = {\z — a\ < r} Qt r ^ 

\V*\ ■ 

iv) les points singuliers, associés à une suite décroissante de boules de Cp dont 
l'intersection est vide. 

Notons que tous les points de type (ii), (iii) et (iv) sont des normes qui s'étendent à 
Cp(T), alors que la semi-norme associée à un point 2: G (Cp) vérifie Sz {T—z) = 
0. 

On appelle point canonique la norme associée à la boule unité {\z\ < 1} et on 
le note 5can- Etant donné un point rationnel ou irrationnel S, on désigne par B^ la 
boule de Cp correspondante. Lorsque z G Cp on pose Bz = {z}. 

Chaque fonction rationnelle R G Cp(r) agit sur P^(Cp) \ P^(Cp), envoyant 
toute norme S sur la norme iî^, (S) définie par {S){P) := S{PoR). Cette action 
s'étend continûment en une action de sur P^(Cp) qui coïncide avec l'action 
naturelle de iî sur P^(Cp). 

C'est un fait fondamental que P^(Cp) possède une structure d'arbre, que nous 
allons maintenant décrire brièvement. Considérons l'ordre partiel < défini sur l'es- 
pace P^(Cp) par : S < S' si et seulement si pour tout P G Cp[T] on a S{P) < 
S'{P). Lorsque S et S' sont non singuliers, on a 5 < S' si et seulement si 
Bs C Bgi. On vérifie que le point Soo est l'unique élément maximal de P^(Cp) et 
que l'ensemble des éléments minimaux coïncide avec l'union de Cp et des points 
singuliers. 

Etant donnés S et S' dans P^{Cp), on définit S AS' £ P^Cp) par 
{S AS'){P) = inf{5(P); 5 G P^(Cp), S < S, S' < S}. 

On vérifie qu'on a S A S' = S si et seulement siS' < S et que S AS' = S^ si et 
seulement si S ou S' est égale à Soo- Lorsque S et S' sont des points non singuliers 
dans A^(Cp), le point S A S' est la semi-norme associée à la plus petite boule de 
Cp qui contient Bg et Bgi . 

L'ordre partiel < définit alors une structure d'arbre dans A^(Cp) (resp. P^(Cp)) 
au sens suivant. Pour chaque paire de points distincts S et S', l'ensemble 

[S, S'] = {S; S <S <S AS' ou S' <S <S AS'}. 
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est l'unique arc topologique dans A^(Cp) (resp. P^(Cp)) ayant S et S' comme 
extrémités. Un ensemble de la forme [S, S'] est appelé segment. On dira qu'un 
point S est entre les points S' et S" lorsque S G [5', 5"]. Dans ce cas on a 
[S', S"] = [S', S] U [S, s"]. Notons que pour chaque triplet de points S, 5' et 
S" il existe un unique point qui est entre S et S', entre S' et S" et entre S" et S. 

3.3. La fonction sup{-, •}. Diverses fonctions définies sur Cp s'étendent de ma- 
nière naturelle à A^(Cp) et jouent un rôle fondamental dans la suite. La fonction 
sup mentionnée dans le titre étend la norme — z'j et nous permettra (entre autre) 
de définir une métrique naturelle sur P^(Cp) \ P^(Cp). 

Commençons par définir les fonctions | • | et diam : A^(Cp) — > [0, oo) comme 
suit. Pour z G Cp on pose P^{T) = T - z £ Cp[T]. Alors, 

|5| = S{Po) et diam(5) = inf S{P,) . 

Lorsque S est un point non singulier de A^(Cp), on a 

|»S| = sup 1^1 et diam((S) = disim{Bs)- 

Bs 

En particulier, la restriction de | • | à Cp coïncide avec la norme de Cp. La fonction 
I • I s'annule uniquement au point 0. Pour tout <S G A^ (Cp), on a |5| > diam((S) et 
diam(5) = si et seulement si 5 G Cp. Enfin, les deux fonctions | • | et diam sont 
continues et s'étendent continûment à P^(Cp) en posant |oo| = diam(oo) = oo. 

A l'aide des fonctions précédentes, on définit maintenant : 

sup{5,cS'} = diam(cS AcS') , pour 5, 5' G P^(Cp) . 

Lorsque S et S' sont des points non singuliers de A^(Cp), on a 

sup{5,5'} = sup{|z — z'I; z G Bs,z' G Bs'} , 

et en particulier pour tout z' G Cp on a supjz, z'} = |2; — z'|. On vérifie aisément 
que 

sup{-,0} = I ■ I et sup{-,<Scan} = ma!c{| -1,1}. 
Introduisons maintenant quelques notations. Une boule ouverte (resp. fermée) de 
A^(Cp) est un ensemble de la forme {sup{5, z} < r} (resp. {sup{5, z} < r}), 
où z G Cp et r > 0. Une boule ouverte (resp. fermée) de P^(Cp) est une boule 
ouverte (resp. fermée) de A^(Cp) ou le complémentaire dans P^(Cp) d'une boule 
fermée (resp. ouverte) de A^(Cp). 11 est facile de voir que toute boule de P^(Cp) 
est connexe. Les boules ouvertes de P^(Cp) forment une sous-base de la topologie 
de P^Cp). 

3.4. Produit de Gromov dans l'espace hyperbolique Hp. Notons Mp l'ensemble 

P^(Cp) \ P^(Cp). La fonction d définie par 

d{S,S') = 21ogsup{5,5'} — logdiam(5) — logdiam(5'), 

est une distance sur Bip. On a d{S,S') = log (diam(5)/diam(5')) lorsque S < 
S'. L'espace métrique (Hp, d) est complet et c'est un arbre réel au sens de J. Tits : 
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pour chaque paire de points S, S' dans Mp, l'arc [S, S'] est isométrique à l'inter- 
valle [0, d{S, S')] de R. Notons de plus que d est invariante par l'action du groupe 
des automorphismes de P^(Cp). 

Fixons un point base Sq € Mp. Le produit de Gromov est la fonction {■ ,-)so '■ 
P^(Cp) X P^(Cp) ^ [0,00] définie comme suit. Etant donnés S, S' G P^Cp), 
notons S" l'unique point de (Cp) qui est entre S et S', entre S et Sq et entre S' 
et Sq. On pose alors 



d{S",So) si<S"GMp; 
00 si<S" G pi(Cp) . 

On vérifie facilement que {S,S')so = 00 si et seulement si S = S' e ¥^{Cp) ; 
et que {S,S')s(i = si et seulement si Sq G [5,5']. En particulier, pour tout 
S G P^{Cp) on a (5,5o)<So = 0- En général, on a {S,S')so < d{S,So), avec 
égalité si et seulement si 5 G [S', Sq]. Lorsque S, S' G Mp, on vérifie la formule : 

2{S,S')so = d{S,So) + d{S',So) - dis, S') , 

et par conséquent, pour tout S, S', So,Si G Hp, on a 

{S, S')s, - {S, Si)so = S') s, - {S', 5o)5i ■ (18) 

Chacun des termes à gauche et à droite est défini et continu pour S, S' G P^ (Cp), 
cette égahté est donc aussi valable lorsque S ou S' appartiennent à P^(Cp). 

Lemme3,l, Pour S, S' G A^{Cp)etS° G Hp ona logsup{5,5°} = (5,00)50 + 
logdiam(5'^) et 

log sup{5, 5'} = (5, 00)50 + {S', 00)50 - (5, 5')50 + log diam(5°) . (19) 
Démonstration. On a 

(5,00)50 = d(5A5°,5°) 

= log diam(5 A 5°) - log diam(5°) 

= logsup{5,5°} — logdiam(5°) . 

De la même façon on a (5', 00)50 = logsup{5',5°} — logdiam(5°). 
Lorsque 5° < 5 A 5' on a 

sup{5,5'} = max{sup{5,5°},sup{5',5°}} et 

(5,5')50 = logmin{sup{5,5°},sup{5',5°}} - logdiam(5°) , 
d'où on obtient l'équation désirée. D'autre part, lorsque 5° ^ 5 A S', on a 

diam((5 A S') A 5°) = sup{5,5°} = sup{5',5°} 
et par la première formule, 

(5, 5')50 = d(5°, (5 A S') A 5°) + cZ((5 A 5') A 5°, 5 A S') 

= 2 log diam((5 A S') A 5°) - log diam(5°) - log diam(5 A 5') 
= (5, 00)50 + (5', 00)50 — log sup{5, s'} + log diam(5°) . 
Ceci conclut la preuve. □ 
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4. Energie dans Cp 

Comme dans le cas complexe, notre preuve du théorème principal repose de 
manière essentielle sur une théorie du potentiel adaptée sur P^(Cp). Dans cette 
section, nous indiquons les éléments les plus importants de cette théorie, c'est-à- 
dire la construction d'un opérateur Laplacien A, défini sur un espace convenable 
de potentiels P et à valeurs dans les mesures signées sur P^(Cp). Cette théorie 
repose de manière fondamentale sur El Chapitre 7]. Ensuite nous introduisons 
la notion d'énergie mutuelle pour deux mesures dans P^(Cp) et nous démontrons 
pour celle-ci les résultats analogues à ceux du paragraphe |2l 

4.1. Opérateur de Laplace. Munissons P^(Cp) de la tribu des boréliens associée 
à sa topologie faible. On note Ai^ l'ensemble des mesures boréliennes positives et 
finies, supportées dans P^(Cp). On désigne par Ai l'espace vectoriel des mesures 
réelles signées, différences de mesures dans Comme P^(Cp) est compact 

(et admet une base dénombrable), toute suite de mesures de probabilité dans 
admet une sous-suite convergente pour la topologie de la convergence vague. No- 
tons que toute mesure dans Ai est de Radon et est donc représentée par une forme 
linéaire continue sur l'espace des fonctions continues de P^(Cp) (voir par exem- 
ple IFJj Proposition 7.14]). 

Nous allons maintenant définir l'espace V et l'opérateur A mentionnés ci-des- 
sus. Pour celà, fixons un point base Sq € Mp. Notons que pour tout S G Hp, la 
fonction S' ^ {S,S')sg est non-négative et majorée par d{S,So)- Etant donnée 
une mesure borélienne p G Ai, on peut donc définir : Hp — > M par 

gp{S) := -p(P^(Cp)) - / {S,S')s, dp{S'), 

et on l'appelle le potentiel de p basé en Sq. Notons qu'on a gp{So) = —p{P^{Cp)) 
et que g[So] est la fonction constante égale à —1 sur tout P^ (Cp). Plus généralement, 
9[S']i'S) = — 1 — {S,S')s(y On désigne par V l'ensemble de tous les potentiels. 
C'est un espace vectoriel qui contient toutes les fonctions de la forme {■ ,S')s^^. 

Il résulte de Théorème 7.50] que l'application p ^ Qp induit une bijection 
entre A\ et V. On peut donc poser 

Ag, = p-p(P^(Cp))-[5o]. 

Ceci définit une application linéaire /S. : V ^ Ai que l'on appelle le Laplacien. 
Par construction, pour tout g( G "P on a /S.g{P^{£.p)) = 0. Réciproquement, toute 
mesure vérifiant p(P^(Cp)) = est le Laplacien d'une fonction de V. Dans toute 
la suite, on appellera potentiel d'une mesure borélienne p toute fonction g G V 
telle que p = Ag. Notons que l'on a 

A{.,S)s, = [So]-[S]. 

Le Lemme ITT] implique donc 



Alogsup{-,5} = [5]-[oo] 



(20) 
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Pour tout (7 e "P, la fonction g/^g — g est constante. On en déduit que pour deux 
potentiels g et g', on a Ag = Ag' si et seulement si la fonction g — g' est constante. 

Proposition 4.1. L'espace des potentiels V et le Laplacien A : V ^ M ne 
dépendent pas du choix du point base. De plus, la différence des potentiels d'une 
mesure, pris par rapport à des points base distincts, s'étend en une fonction définie 
et continue sur P^(Cp). 

Démonstration. Choisissons So,Si G Hp deux points base. Etant donné une mesure 
p G A^, on désigne par gçy et gi les potentiels de p basés en Sq et S\ respectivement. 
Lorsqu'on intègre (fTSl contre la mesure p, on obtient 

go{S)-C{S,Si)s,=gi{S)-gi{So) , (21) 

avec C = p(P^ (Cp)). Par conséquent, la différence go — gi s'étend en une fonction 
définie et continue sur P^(Cp). Pour montrer que l'espace des potentiels ne dépend 
pas du point base, il suffit de montrer que la fonction gi ci-dessus est un potentiel 
lorsque Sq est choisi comme point base. Ceci résulte immédiatemment de ^Œïl . car 
les deux fonctions go et {■ , Si) sont des potentiels. Enfin si A'^ et dénotent les 
opérateurs de Laplace avec Sq et Si pour point base respectivement, on a 

A^go = A^gi + CA\;Si)s, = 

= p-C [Si] + C A\;So)s, =p-C[So] = A°5o , 
ce qui termine la preuve. □ 

4.2. Le cas des potentiels à support fini. Bien que celà ne soit pas pas stricte- 
ment nécessaire pour la suite, nous allons indiquer ici de manière plus concrète le 
fonctionnement de l'opérateur de Laplace sur une classe particulière de fonctions. 

Fixons T un sous-arbre de P^(Cp) donné comme enveloppe convexe d'un nom- 
bre fini de points de Hp. Cet arbre possède un nombre fini de points de branche- 
ments, et on l'écrit comme réunion de segments fermés T = Ji U • • • U /„ de telle 
sorte que pour tout /c 7^ /, n // est soit vide, soit réduit à un point. 

Soit maintenant g une fonction sur P^(Cp) satisfaisant aux propriétés suivantes : 

- g est localement constante hors de T ; 

- la restriction de g sur T est continue ; 

- la restriction de g sur chaque segment I^. est de classe C^. 

Il n'est pas difficile de montrer que g est un potentiel au sens précédent. La mesure 
Ag est alors une combinaison de deux termes. La restriction sur l'intérieur des 
segments est le laplacien standard au sens réel (c'est-à-dire qu'il est donné par la 
dérivée seconde) ; aux points de branchement la masse de Ag se calcule de manière 
combinatoire. 

De manière précise, sur chaque segment I^, fixons un point extrémal S^, et no- 
tons Uk : Ik ]R+ la fonction ak{S) = d{S,Sk). Cette fonction induit une 
isométrie de 1^ sur son image, et on note 1— > Sa^. son inverse. Alors la re- 
striction de Ag sur l'intérieur du segment Ik est donnée par —-j^g{Sa^). Fixons 
maintenant un point extrémal 5* d'un des segments recouvrant T. La dérivée sor- 
tante de g en 5* le long d'un segment 1^ contenant 5*, est par définition le nombre 
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d 
don- 



g{Sa^.) si afe(5*) = 0, et —-^ di'Sak) sinon. On note ce nombre 







Di^g{S^). On a alors 

k,seik 

4.3. Régularité des potentiels. Fixons un point base Sq G Hp. On dira qu'une 
mesure de probabilité p est à potentiel borné (resp. continu) si p — Ap = Ag 
pour une fonction g uniformément borné sur Mp (resp. définie à valeurs dans M 
et continue sur P^(Cp)). De manière équivalente, p est à potentiel borné (resp. 
continue) si il existe un point Sq tel que le potentiel de p basé en Sq est borné 
(resp. continue). D'après la proposition précédente, ces propriétés ne dépendent 
pas du choix du point base (bien que le potentiel lui-même en dépende). Toute 
combinaison linéaire de masses de Dirac situées en des points de Hp est à potentiel 
continu (donc borné). Par ailleurs, le potentiel d'une masse de Dirac en un point 
z S P^(Cp) tend vers l'infini en ce point. On en déduit qu'une mesure positive à 
potentiel borné ne charge pas les points de (Cp). 

L'analogue du Lemme l23] démontré dans le cas complexe s'énonce de la maniè- 
re suivante. 

Lemme 4.2. Soit p une mesure positive finie sur P^(Cp) à potentiel borné. Alors 
toute fonction dans V est intégrable par rapport à p. 

Démonstration. Notons g = —gp. 

On démontre tout d'abord que pour tout S G P^(Cp), on a gs := {■ ,<S)so S 
L^{p). Lorsque S G Hp, ceci est clair car gg est bornée et par définition on a 
/pi(C )9s ~ 9^^) + ^ ^^^'^ ^ ~ ~P{^^{'^p))- P^"'^ donc supposer que 
5 = z G P^(Cp). Pour tout t > 0, on note St l'unique point du segment {z,Sq\ 
à distance t de Sq. Pour tout t > 0, on a (• ,St)so — (• , z)sq}, donc la 

suite de fonctions gs^ converge en croissant vers g^ lorsque t tend vers l'infini. Par 
convergence monotone, on obtient 

< / gzdp = lim / gstdp = lim g{St) + C . 

J t^oo J t^oo 

Mais le potentiel g de p est borné uniformément dans Hp par hypothèse, donc gz 
est bien intégrable par rapport à /?, et on a < / gzdp < sup \g\ + \C\ quantité 
indépendante de z. Il est alors facile d'en déduire par intégration que g' G L^{p) 
pour tout potentiel g' ÇiV. □ 

4.4. Energie. Notons Diag = {(z, z), z G Cp} la diagonale de Cp dans A^(Cp) x 
(Cp) . Pour chaque paire de mesures p,p' G M., telle que la fonction log sup{ • , • } 

soit intégrable par rapport & p® p' dans A^(Cp) x A^(Cp) \ Diag, on pose 

(p, p') = - I log sup{5, S'} dp{S) dp' {S') . 

JAi(Cp)xAi(Cp)\Diag 

Comme dans le cas complexe, lorsque les mesure sont atomiques p = J2 

p' = l'hypothèse d'intégrabilité est automatiquement satisfaite et on a 
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(p, p') = —Yl mim'j log sup{5j ,Sj}, la somme étant prise sur les indices tels que 
Si / Sj et Si,Sj 7^ oo. De même pour tout S G A^(Cp), on a 

{[S], [cScan]) = - logSUp{5,5can} = " log+ |cS| . 

Grâce au Lemme l4!2l ci-dessus. la preuve du Lemme lZU se recopie mot à mot dans 
le cas p-adique et on a donc : 

Lemme 4.3. Soit p une mesure signée dont la mesure trace est à potentiel continu. 
De plus soit p' une mesure satisfaisant l'une des propriétés suivantes : 

• p' est une mesure à support fini ne chargeant pas l'infini ; 

• \p'\ est à potentiel continu. 

A/ori log sup{ • , •} G L^{\p\ ^ |p'|) dans P^(Cp) x P-'^(Cp). En particulier, {p,p') 
est bien défini. 

De même la preuve du Lemme 1231 s'adapte au cas p-adique pour donner le 
lemme suivant. 

Lemme 4.4. Soient p, p' deux mesures signées telles logsupj-, •} G -Z^^(|p| CS> |p'|) 
dans P^Cp) X P^Cp). 

Alors la fonction gp{S) := /^i^^ ) log sup{5, 5'} (ip(5') est intégrable par 
rapport à p' et on a 

(p, p) = - 9p dp . (22) 

^Ai{Cp) 

4.5. Positivité. On cherche à démontrer un analogue de la Proposition IT61 

Fixons un point base Sq G Hp. On définit la relation d'ordre ^ par, S ^ S' si 
et seulement si 5 G [Sq , S'] . Etant donnée une mesure borélienne p, on désigne 
par fp : P^(Cp) — > M la fonction nulle sur P^(Cp) et telle que pour 5 G Hp on 
ait fp{S) = p{S ^ •}. On introduit aussi A la mesure sur P^(Cp) qui est nulle sur 
P^(Cp) et qui coïncide avec la mesure de Hausdorff de dimension 1 sur Hp, par 
rapport à la distance d. En particulier, X[S, S'] = d{S, S') pour tout S, S' G Hp. 

Proposition 4.5. Soit p une mesure signée sur pi(Cp) telle que p{P^{Cp)) = 0, et 
dont la mesure trace est à potentiel continu. Alors (p, p) est bien définie, la fonction 
fp définie ci-dessus est dans Lp'{X) et on a 

{p,p)= [ f^pdX>0. (23) 

De plus (p, p) = si et seulement si p = 0. 

Remarquons que cette équation indique que l'énergie d'une mesure de masse 
totale nulle, est invariante par le groupe des automorphismes de P^(Cp). Ainsi, 
lorsque p = [S] — [S'] avec S, S' G Hp on vérifie que (p, p) = d{S,S') (en 
utilisant directement la définition ou en appliquant $231 ). 

La démonstration de cette proposition dépend du lemme suivant. 
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Lemme 4.6. Soit p une mesure positive dont la mesure trace est à potentiel continu. 
Notons fp{S) = p{S ^ ■} et gp{S) = Jj^^ fp dX. Alors çjp appartient àV, on a 

^gp = -p + p{?\Cp))[So]et 

fpdX= [ gpdp. (24) 

Jpi(Cp) 

Plus généralement, cette équation est valide pour toute mesure borélienne signée 
dès que fp G L'^ip)- 

Preuve de la ProDosition \4.5\ Fax hypothèse, \p\ est à potentiel continu. Par le lem- 
me précédent, on déduit que g^p^ est un potentiel pour —\p\ et qu'il est donc défini 
et continu dans P^(Cp). En particulier, l'intégrale fpi^^ ^g\p\d\p\ est finie. Donc 



l/pl < f\p\ G L'^W P^r (l24l i. Le lemme précédent s'applique alors à la mesure 
signée p et (El donne Jgpdp = J /"^dX > 0. 

Pour démontrer (l23l . on va relier cjp à la fonction gp, définie dans le Lemme l4!4l 
En intégrant d2Ôl et utilisant l'hypothèse p{P^{Cp)) = 0, on obtient Agp = 
/pi(C ~ [°*^]) dp{S) = p. Donc gp diffère de la fonction —gp d'une constante 
et de d22b on tire finalement 

{p, ^) = ~ / 9pdp = j gpdp = j fpdX > . 

Enfin si {p, p) = 0, alors fp = pour A-presque tout point. Pour tout S G Mp, 
on peut trouver une suite 5^ — > 5 croissante pour ^ et telle que fp{Sk) = 0. 
Mais fp{Sk) = p{Sk 4 ■} ^ p{S ^ ■} = fp{S), donc fp = pour tout 
point de Hp. On remarque maintenant que tout ensemble de la forme {5 ^ •} est 
une boule fermée de P^(Cp). Réciproquement, toute boule de P^(Cp) est de cette 
forme quitte à faire varier le point base. On en déduit finalement que p{B) = 
pour toute boule fermée de P^(Cp). L'ensemble des boules forme une base de la 
topologie de P^ (Cp) et p est régulière, donc p = 0. □ 

Preuve du Lemme \4.6\ Pour S G Hp, notons T := d{So,S) et soit St l'unique 
point du segment [5o, 5] à distance t de Sq. Notons que dans ce cas {S, S')s^^ < T 
pour tout S' G P^(Cp). On a alors l'équation suivante : 

/ {S, S')so dp{S') = r p{{S, ■ )5o >t]dt= r p{St ^■]dt = 
JPi(Cp) Jo Jo 

= r fp{St)dt= [ fpdX=~gp{S). 



Par définition du laplacien on a 

A5p(5) = a( / {S,-) dp] =-p + p(pi(Cp))[5o] 
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Pour démontrer d24li . on écrit les égalités suivantes : 

9pdp= I fpdX dp{S) 

pi(Cp) JPi(Cp 



/ fp{S') d\{S') ® dp{S) = 

= [ fp{S') X p{S' ^ S}d\{S') = [ fjdX . 



Lorsque p est signée et que fp G ^^(A), on vérifie que tous les termes ont un sens 
et que donc l'égalité (l24li reste valide. Ceci termine la preuve du lemme. □ 

4.6. Régularisation des mesures. Comme dans le cas complexe, la régularisation 
des mesures est fondamentale dans notre approche. Dans le cas présent, l'opération 
de convolution est remplacée par une procédure de projection que nous étudions 
tout d'abord. 

Etant donné e > 0, on désigne par vr^ : P^(Cp) P^Cp) l'application envoy- 
ant S sur l'unique point S' G [S, oo] tel que diam(5') = max{diam(5), e}. Sur 
l'ensemble 

He = {S £ P^(Cp), diam(cS) > e} 
on a vTe = id, tandis que 7re(P^(Cp)) = H^. Il est clair que Hq = P^(Cp) et que 
ttq = id sur P^{Cp). Enfin pour tout s, s' > 0, on a vr^ o -k^/ = 7rniax{e,e'}- 

Lemme 4.7. Pour tout e > et toute boule B de P^(Cp), on a 



si BnHs 



pi(Cp) siHsCB; 
B siBr\He^<èetHe(tB. 

En particulier la fonction TTg : P^(Cp) P^(Cp) est faiblement continue. 

Démonstration. Considérons la boule B' = P'^(Cp) \ B et notons que les ensem- 
bles 7rs~^{B) et TT^~^{B') forment une partition de P^(Cp). Lorsque B (resp. B') 
est disjointe de He = 7re{P^{Cp)), on a 7Te'^{B) = (resp. TTe'^{B') = 0). Il 
suffit donc de montrer que lorsque B (resp. B') rencontre ff^, on a i? C 7r£~^(i?) 
(resp. B' C iTe^^{B')). On se ramène au cas de la boule B. 

Pour tout S G P^(Cp) et tout Sq G i/g, le point tt£{S) appartient à [5,5o]. 
Comme la boule B est connexe, lorsque S appartient à i? et 5o appartient aBriH^, 
onaiTeiS) G [S,So] C B. On a donc 5 G TTe'^{B). □ 

A l'aide de cette projection, on définit la régularisée d'une mesure borélienne p 
sur P^(Cp), en posant pe = irg^p et on vérifie facilement le lemme suivant. 

Lemme 4.8. Pour toute mesure signée p sur P^(Cp), on a p^ = p lorsque e — > 0. 
Pour toute suite de mesures signées pn p, on a pn,e ~^ Pe- 

Enfin, si F C k^{'Cp) est un ensemble fini, notons [F] = |-F|~^ X^zG-fI-^] 
mesure équidistribuée sur les points de F. Alors pour tout e > la mesure de 
probabilité [F]^ est à potentiel continu. 
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Plus généralement, on peut montrer que pour toute mesure p dont le support 
évite le point oo, les mesures pe sont à potentiel borné. 

4.7. Energie et régularisation. Ce paragraphe est consacré à la preuve du résultat 
suivant. Rappelons qu'un module de continuité pour une fonction continue h sur 
P^(Cp) est une fonction rj : M+ M+, telle que pour tous points S, S' G P^(Cp) 
tels que d(5,5') < e, on ait \h{S) — h{S')\ < r]{e). Ici d dénote la métrique 
chordale sur P^(Cp), qui peut être définie par 

. f sup{S,S'} diam(5) diam(5') 

^ ' ^ max{l,|5|}max{l,|5'|} ~ 2 max{l, |5|}2 ~ 2 max{l, |5'|}2 ' 

Notons que pour tous 5, 5' G P^(Cp) onad(5,5') <sup{5,5'}. 

Proposition 4.9. Soit p une mesure de probabilité à potentiel continu et soit rj un 
module de continuité d'un potentiel de p — [S'can]- Alors pour tout £ G (0, 1) et tout 
sous ensemble fini F de A^(Cp) on a 

{[F]-p,[F]-p) > {[F]e-p,[F],-p)-2r^{e)-\F\-Hoge-^ (25) 
> -2r/(e) - |F|-Moge^^ (26) 

Comme dans le cas complexe, la preuve repose sur les deux lemmes suivants. 

Lemme 4.10. Soit p une mesure de probabilité sur P^{Cy) à potentiel continu 
et soit 7] un module de continuité d'un potentiel de p — [5can]- Alors pour tout 
e G (0, 1) et pour tout sous ensemble fini F de A^(Cp) on a 

|([F],p)-([F]„p)|<r?(e). 

Démonstration. On peut supposer que F est réduit à un point z G Cp. Pour e > 0, 
on désigne par l'unique point de A^(Cp) tel que z{e) > z et diam(z(e)) = e ; 
on a par définition z{0) = z et [z]e = [z{£)] (cf. ^4.6Ï . 

Notons gp{S) = /pi^^ ^ log sup{5, S'} dp{S'). Le Lemme |431 implique que la 

fonction log sup{-, •} appartient à L-^(|p| et à L-'^(|/9| (E)[z(e)]) et le Lemme l4!4l 
implique que ([z],^) — {[z{e)], p) = —gp{z) + gp{z{e)). On va maintenant relier 
Qp à un potentiel de p. 

Pour ce faire, on intègre l'équation (|2ÔI . On obtient A^p = p — [oo]. Fixons 
comme point base le point 5can G EIp et remarquons que g[s^^^]{S) = log^ \S\. 
Comme Ag^s^^^] = [Scan] - [oo], on a finalement A{gp - ^[Scan]) = P- l'^can]- La 
fonction h := gp — g[s^^^] définit donc un potentiel de p. Par hypothèse c'est une 
fonction continue ayant r] comme module de continuité. Alors pour tous z, z' G 
A^(Cp) distincts on a \h{z) — h{z')\ < rj{sup{z, z'}). Pour tout e > 0, on a 
supjz, z{e)} = z{e) et lorsque e G (0, 1) on a log+ |z| = log"*" |2:(e)|, donc 

\i[z],p)-{[zl,p)\ = \gp{z)-gpiz{e))\< 

< \h{z) - h{z{£))\ + |log+ |z| - log+ |z(e)|| < r/(e) . 

□ 
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Lemme 4.11. Pour tout e > et tout sous-ensemble fini F de A^(Cp), on a 

{[Fl,[Fl) < {[F],[F]) + \Fr'loge'' . 

Démonstration. Pour tout z ^ z' Çi Cp, on a sup{z{e), z' (e)} > sup{z,2;'}. 
Comme sup{z(e), z{e)} = e on obtient 

i[Fl,[Fl) = -\F\-^ Y. log(sup{z(e), /(£)}) 

z,z'eF 

< ([F],[F]) + |F|-iloge-i . 

□ 

Preuve de la Provosition U.9\ Comme [F]^ est une mesure de probabilité qui est 
une combinaison linéaire de masses de Dirac situées en des points de Hp, elle 
admet un potentiel défini et continu sur P^(Cp). Le Lemme l43] implique alors que 
l'énergie ([-F]^ — p, [F]^ — p) est bien définie et qu'on a {[F]^ — p, [F]^ — p) > 0- 
Le résultat est alors une conséquence immédiate des Lemmes l4. 10l et l4m □ 

4.8. Le résultat clef. 

Proposition 4.12. Soit p une mesure de probabilité admettant un potentiel défini 
et continu sur P^(Cp). Soit {i*'n}n>o i^ne suite de sous-ensembles finis de P^(Cp), 
tels que \Fn\ oo. Alors 

\imn^ooi[Fn] - P, [Fn] - p) < implique lim [Fn] = p . 

Démonstration. Comme dans la preuve de la Proposition 12.111 on peut supposer 
que Fn C Cp pour tout n. 

Quitte à prendre une sous-suite, on suppose de plus que [F„] converge vague- 
ment vers une mesure p' . C'est une mesure de probabilité sur P^(Cp). Comme vr^ 
est faiblement continue, on a \min^oc,[Fri]e = p'e et \mie^Q\ïva.ri^oo[Fn]e = p' ■ 

On va montrer que pour chaque boule B ouverte de P^(Cp) on a p'{B) > p{B). 
Comme p et p' sont des mesures de probabilité, ceci implique que p' = p. 

Fixons alors une boule B ouverte de P^(Cp). Choisissons de plus Sq G Hp un 
point base et notons comme précédemment ^ la relation d'ordre telle que S ^ S' 
si et seulement si 5 G [5o, 5']. On choisit Sq dans le complémentaire de S, de telle 
façon qu'il existe un point S distinct de Sq tel que B = {S ^ •}. Pour tout n, e, on 
introduit alors la fonction fn^eiS) := ([Fn]e — p){S ^ •}■ 

Les mesures [Fn]e sont à support fini inclus dans Hp, donc à potentiel continu. 
On peut donc appliquer la Proposition]^] et on obtient 

{[Fn]e-pAFn]e-p)= [ /„% dA > . 

De ( E51 . on tire 

[ fl , dX = {[Fn]e-P, [Fn]e-P) < {[Fn] -p, [Fn] -p) + v{e) + [i^nl" ' log . 
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Comme ^ oo et que par hypothèse lim„^oo([-^n] — P; [Fn] — /c) < 0, on en 
déduit que 

lime^olimn-^oo / fn,e dX = (27) 

En particuUer sur tout segment de Mp on a fn,e lorsque n ^ oo et e ^ 0, et 
ce, presque partout par rapport à la mesure A. 

Choisissons deux points Sq ^ S' ^ S" =^ S tels que 

lim lim fn,ei^") = • 

On a alors 

[Fn,e]{S' -< •} > [F^,e]{S" ^ •} = p{S" =^ •} + , 

donc p'{S' ^ •} > liïns^oliTan^oo[Fn,e]{-S' ^ •} > p{S" ^ •}. On peut main- 
tenant faire tendre S' et S" vers S et on obtient p'{B) > p{B). Ce qui termine la 
preuve. □ 

5. Hauteurs adéliques. 

Après quelques généralités au § 15.11 on introduit la hauteur définie par une 
mesure adélique et on décrit ses premières propriétés au § 15.21 On montre la for- 
mule de Mahler au S I5.3l et l'équidistribution des points de petite hauteur au S 15.41 
Enfin, on montre la version quantitative de l'équidistribution au S 15.51 dans le cas 
où la mesure adélique est à potentiel Hôlder. 

5.1. Généralités et notations. Pour toute cette section, nous renvoyons à IHSI 
Part B] pour plus de précisions. 

Soit Mq_ l'ensemble constitué de tous les nombres entiers premiers auquel on 
ajoute oo. On note | • |oo la norme usuelle sur Q, et pour chaque nombre premier p 
on note | • |p la norme p-adique, normalisée de telle sorte que \p\p = p^^. Pour tout 
a G Q*, il existe au plus un nombre fini de w G Mq tel que \a\v / 1, et on a 

Fixons maintenant une extension finie K de Q. On désigne par Mk la collection 
de toutes les normes sur K qui étendent l'une des normes | • |^, avec v S Mq. Un 
élément de Mk est appelé place. Pour toute place v de K, on notera encore | • |t, 
la norme sur K correspondante. On dira que v G Mk est infinie lorsque | • |^ est 
une extension de la norme | • |oo, et que v est finie sinon. Pour toute place v G Mq, 
il n'existe qu'un nombre fini d'éléments de Mk qui étendent la norme | • |„. En 
particulier, le nombre d'éléments infinis de Mk est fini. 

Pour V G Mk fixée, désignera la complétion du corps valué {K, | • 1^,), et 
le complété de Q dans K^. On pose alors = [K^ : Qv]/[K : Q] et = | • |^". 
On montre que pour tout a G K*, il n'existe qu'un nombre fini de u G Mk tel que 
7^ 1, et on a la formule du produit 

Il II""'' ^ ^ • 
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Pour toute place v G Mk, la norme \ ■ \y s'étend de manière unique à la clôture 
algébrique Ky de K^. On désignera par le complété de {Ky, \ ■ \y). Lorsque 
V est infinie, le corps C^, est isométriquement isomorphe au corps des nombres 
complexes C. Lorsque v est finie, la restriction de | • |^ à Q est une norme associée 
à un nombre premier p, et est isométriquement isomorphe au corps Cp. 

Pour V G Mk finie, on désigne par F^{Cy) = U {00} la droite projective 
correspondante et par P^{Cy) l'espace des semi-normes décrit au ^3.21 Lorsque v 
est infinie, on désignera indifféremment par P^(C^) ou P^{Cy) la droite projective 
sur Cy. 

On note Aiy l'espace des mesures boréliennes à support dans P^{Cy), et (•, ■)y 
l'accouplement définie au ^2.41 lorsque v est infinie et au ^4.41 lorsque v est finie. 
Par commodité, on pose 

((.,•)). = iV.(v).. 
Enfin, A^, désignera la mesure de probabilité proportionnelle à la mesure de Lebesgue 
du cercle C Cy lorsque v est infinie, et à la masse de Dirac située au point 
canonique 5can dans P^{Cy) lorsque v est finie. Notons que pour tout v G My et 

a G Cy, on a 

l0g+ \a\y = -{[a],Xy)y Ct l0g+ ||a||^ = -(( [a], Xy ))y . 

5.2. Mesures adéliques et hauteurs. On pose tout d'abord la définition suivante. 

Définition 5.1. Soit K un corps de nombres. Une mesure adélique p = {py}veMK 
est la donnée pour chaque place v G Mk d'une mesure de probabilité py définie 
sur P^(Ct,) et à potentiel continu, et telle que, hors un nombre fini de place, on ait 

Pv = Xy. 

Etant donnée une mesure adélique p = on définit la fonction hp : 

F (K) — > M de la manière suivante. Pour un sous ensemble fini F de F^{K) 
invariant sous l'action de Gal{K / K), on pose 

et pour a G F^{K) on définit hp{a) = hp{F), où F est l'orbite de a sous l'action 
du groupe de Galois Gâ\{K/K). Notons que la somme d28t est en réalité une 
somme finie. En effet, il est facile de voir que pour toute place finie v, avec un 
nombre fini d'exceptions dépendant de F, on a {[F] — Xy, [F] — Xy)y = 0. 
Rappelons que la hauteur naïve h^v est définie par 

h^,{F):=\F\-' E ^og+\\x\\y = - Y, ((A., m)).. 

Comme (( A^,, A^ ))y = en toutes les places, la hauteur naïve h^^ coïncide avec la 
hauteur déterminée par la mesure adélique {Xy}yçMK- 

Proposition 5.2. Pour toute mesure adélique p, la fonction hp est une hauteur de 
Weil. En d'autres termes, la différence hp — h^v est uniformément bornée sur K. 
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Nous verrons plus tard que le minimum essentiel de hp est non-négatif. On ap- 
pelle hp la hauteur définie par p. Les hauteurs que nous avons ainsi construit cor- 
respondent précisément aux hauteurs adéliques intégrables considérées en ICLl 
§2.2] et intervenant dans l'énoncé du Théorème 4.2, op. cit. 

La démonstration de la Proposition l5.2l s'appuie sur le lemme suivant. 

Lemme 5.3. Pour chaque mesure adélique p = {Pv}v&Mk 

^p(oo) = ^ {{pv,Pv))v et hp{F) = hp{oo) - ^ 

v€Mk v€Mk 

De plus, ces propriétés déterminent la hauteur hp. 

Démonstration. La première égalité résulte du fait que pour chaque place u on a 
([oo] — pt,, [oo] — = Pour montrer la deuxième égalité notons qu'on a 

{[F] - p,, [F] - p,), = {p,,p,), - 2{p,, [F]), + {[F], [F]), , (29) 

et que {[F], [F])^ = -\F\-^ log |A^|^^où Ai. = Jla.a'eF.a^a'l" " "')■ Comme 
F est invariant sous l'action de Gal{K/K) on a Ai? G K et alors la formule 
du produit implique qu'on a J^veM^^^ t^]' ~ ^- obtient alors l'égalité 

désirée en sommant ( l29t sur toutes les places. 

Pour montrer la dernière assertion du lemme, notons simplement que la deu- 
xième formule détermine hp à une constante additive près et que la première for- 
mule détermine cette constante. □ 

Démonstration de la ProDosition \5.2\ Il suffit de montrer que la différence hp—h^v 
est bornée. Soit N le sous-ensemble fini de Mk des places en lequelles p^ ^ X^. 
Pour chaque v G N soit le potentiel de la mesure p.^ — Xy normalisé de tel façon 
que gv{oo) = 0. Notons que par hypothèse chacune des fonctions g.^ est continue 
et donc bornée. Par le Lemme l531 on a 

hp{F) - hp{oo) - h^^{F) = -Y^{{p,- Xy, [F] ))„ = \F\-' Y. E ' 

d'où \hp{F) - /ip(oo) - h^,{F)\ < ZveN sM\9v\}. □ 

5.3. Formule de Mahler. Ce paragraphe est dédié à montrer la Proposition 11. 31 
Soit p = {pv}veMK mesure adélique et fixons a G F^{K). On désigne par 

F l'orbite de a sous l'action du groupe Gai{K / K). La preuve consiste à réécrire, 

pour chaque v G Mk, l'énergie {[F],py)y en terme d'une intégrale sur P^(C^,). 

On note P le polynôme minimal et unitaire de a sur K. 
Si V est une place infinie, on a 

Upepi^ - /5) = -P(-z). et dSll donne 

deg{a) {[F], py)y = V^C/?, = - / log\z - (3\y dpy{z) 



P&F P&F 



log \P{z)\y dpv{z) 
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Supposons démontrée pour toute place v finie, et tout S G P^(C^), l'égalité 

J^logsup{5,/3} = log|P(cS)U . (30) 

De (l22l . on tire de même deg(a) {[F],py)v = — /pi^^ ^ log |-P(2;)|t, dp^. En som- 
mant ceci sur toutes les places (finies et infinies), en remarquant que ne charge 
pas l'infini, et en appliquant le Lemme l531 on trouve le résultat escompté. 

Il nous reste donc à démontrer d3Ôb . On remarque tout d'abord que les deux 
membres ont même laplacien. Celui-ci est en effet égal à J2/3eF ( t/^] ~ [°°] ) ll^Ôb . 
Deux fonctions sur P^(C^) dont les laplaciens coïncident diffèrent d'une constante. 
Mais il est clair que les deux fonctions sont identiques sur P^(Ct,), ce qui démon- 
tre (|3Ôll. 

5.4. Equidistribution des points de petite hauteur. 

Théorème 6. Soit p une mesure adélique et {Fn\n>çi une suite d' ensembles finis 
distincts deux à deux et Gdl{K / K)-invariants, et telle que 

\\mn^oohp{Fn) < . 

Alors on a lim„^oo hp{Fn) = et pour toute place v de Mk on a — > py 
lorsque n — > oo. 

Cet énoncé, combiné à la Proposition 15.21 implique immédiatement les deux 
Théorèmes n et 121 cités dans l'introduction. La démonstration du Théorème |6l s 'ap- 
puie sur le lemme suivant. 

Lemme 5.4. Pour toute place finie v de K et tout S OU S -ensemble fini F de fC^; on ci 

(A, -[F],A, -[F]), >0. 

Démonstration. L'inégalité ultramétrique \z — z'\y < m.ax{\z\y,\z'\y} implique 
qu'on a log \z — z'\y < log^ \z\y + log"*" \z'\y. On en déduit 

2 \ 

(A^ - [F],A^ - [F])^ = rpî^^og-^ \z\v - Tpr2 Yl ^og\z - z'\y 

' ' z£F 

ce qui termine la preuve. □ 

Démonstration du Théorème^ Soit {F„}„>o une suite d'ensembles finis de la 
droite projective F^{K), invariants sous l'action du groupe de Galois Gal{K/K) et 
tels que lim„_>oo ^p(F„) < 0. On suppose de plus que ces ensembles sont distincts 
deux à deux. 

Montrons tout d'abord que |F„| oo lorsque n ^ oo. Supposons que ce ne 
soit pas le cas. Quitte à prendre une sous-suite on suppose M := sup|F„| < 
oo. Notons de même H := sup/inv(F„). C'est une quantité finie, bornée par 
sup hp{Fn) + sup;f^ | hp — /inv | < +00 Car hp est une hauteur de Weil. Tout élément 
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de Fn est alors de degré au plus M et de hauteur (naïve) au plus H. Mais la pro- 
priété de Northcott affirme que l'ensemble de ces points est fini, voir par exem- 
ple |HS Theorem B.2.3]. Ce qui contredit notre hypothèse que les F„ sont distincts 
deux à deux. 

Soit B le sous ensemble de Mk des places finies v telles que = A^. Le 
complémentaire = Mk \ B est un ensemble fini qui contient toutes les places 
infinies. Lorsque v G B, on a. = \^ et le Lemme l5!4l implique que pour tout 
n > 1 on a 

{Pv - [Fn], Pv - [Fn])v > . 

On a donc 

hp{Fn) >^Y.^{pv- [FnlPv - [Fn] ))v • 

Par ailleurs, pour chaque v £ N la. Proposition 12. 81 lorsque v infinie et la Proposi- 
tion]^] lorsque V finie, fournissent l'inégalité 

^Mn-^ociPv - [Fn],pv " [Fn])v > , 

d'où on déduit que lim„_^oo hp{Fn) = 0. 

D'autre part, fixons vq G Mk- On peut maintenant appliquer la Proposition l2.11l 
(lorsque vq est infinie) et la Proposition 14. 1 21 (lorsque vq finie) : pour montrer que 
[Fn] — > Pvo, il nous suffit de montrer que 

lim„_oo {Pvo - [Fn],Pvo - [Fn])vo < . (31) 

On a, 

— >oo (( Pvo [Fn] 1 Pvo [Fn] ))vo < 

< lim„^oo(( Pvo - [Fn],Pvo - [Fn] ))vo + 

+ lim„^oo (( pv - [Fn] , pv - [Fn] ))v 

v€N\{vo} 

< lim„^oo ^ {{Pv - [Fn],Pv - [Fn] ))v 

veNU{vo} 

< ÎSI„^oo2/ip(F„) < 0. 

Ceci démontre dSTT i et termine la preuve du théorème. □ 

5.5. Version quantitative de l'équidistribution. Nous nous plaçons dans le mê- 
me cadre que la section précédente. Afin d'énoncer notre résultat de manière préci- 
se, nous aurons besoin d'introduire un peu de terminologie. 

Définition 5.5. Soit v une place finie. Une fonction continue : P^{Cy) —>■ M est 
dite de classe pour /c > 1 si et seulement si elle est localement constante hors 
d'un sous-arbre y??!/ et fermé T C H^, et si de plus T est la réunion d'un nombre 
fini de segments fermés sur lesquels est de classe C^. 
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Fixons Sq g My un point base, et ip une fonction de classe C^. On peut alors 
définir dip{S) comme la dérivée à gauche en S de l'application ip restreint au seg- 
ment [5o, 5] (paramétré par la distance à Sq). Hors d'un arbre fini de mesure A-fini, 
dif est identiquement nulle et on peut donc poser 



{diff dX 



Cette quantité est indépendante du choix du point base Sq, car est déterminée au 
signe près hors de qui est de mesure A nulle. 

On montre que toute fonction ip de classe définit un potentiel au sens de ^4.11 
et que la mesure (ô^y?) x A est une mesure signée, égale à Aip. On a alors 

{ip,<p) = {A<p,Aip) . 

Plus généralement, si p est une mesure signée à potentiel continu et telle que 
/9(pi(C„)) = 0, on a (A(/.,p) = /pi(c„)(5'/') fp ■ dX, où = p{S' , [So,S] n 

[S, S'] = {S}}. On en déduit donc l'inégalité de Cauchy-Schwartz 



Pi(C„) 



ip dp 



Pour mémoire, l'inégalité analogue lorsque la place v est infinie s'écrit 



avec p = dd^g et {ip, (p) 



ipdp 



< {ip,(p) {p,p) 



(32) 



(33) 



dp> A d^g 

J dp A d'^p). 

Le contrôle de la vitesse de convergence nécessite une borne sur la constante de 
Lipschitz de la fonction considérée. On fixe donc sur P^(C^) la métrique sphérique 
que l'on note d, et on pose 

\p}{x) - (p{y)\ 



Lip {p>) := sup 



d{x,y) 

Aux places infinies, il est clair que cette constante est finie si p> est de classe C^, 
égale au supremum de la norme de la différentielle de p> (pour la métrique d) par le 
théorème des accroissements finis. Aux places finies, Lip {p>) est aussi fini si 99 est 
de classe C^, car il existe e > pour lequel d{x,y) < e implique p{x) = (p{y). 
Notons cependant que Lip ((/?) n'est dans ce cas pas borné par le supremum de dp> 
sur PI(C^). 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de cette section. On dit 
qu'une mesure adélique p = {pv}veMK ^ potentiel Hôlder si pour toute place 
V G Mk, la mesure p^, — A^, a un potentiel Hôlder. En d'autres termes, si on peut 
écrire p^ — X^ = Ag^, avec g^ de telle sorte que \gv{z) — gv{w)\ < C d{z, wY 
pour tout z,w Çi P^(Cp) et pour des constantes C > 0, et < k < 1. On dira alors 
que Qy est K-Hôlder. 

Théorème 7. Soit p = {Pv}v(^Mk mesure adélique à potentiel K-Hôlder pour 
K < 1. Alors il existe une constante C > ne dépendant que de p, telle que pour 
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toute place v, pour toute fonction lç de classe sur (C^), et pour tout ensemble 
fini Gal(K / K)-invariant F C ¥^(K) on ait 



i^i jpi( 



If dp 



OM |-F| désigne la cardinalité de F. 



\F\ 



(34) 



Remarque 5.6. Aux places infinies, on a vu que le supremum de la différentielle 
dip est égal à Lip {(p), ce qui implique {ip, ip) < Lip (99). En ajoutant à cela le fait 
que x^^/" est négligeable devant \ogx/x pour x grand, on en déduit le Théorème|3l 
cité dans l'introduction. 

Démonstration. Soit N la famille finie des places infinies et des places finies v en 
lesquelles p^ / et posons M = {\N\ + 1) max{A^t,; G Mx}- Notons un 
module de continuité commun à tous les potentiels de p^ — pour v £ N et soit 
r/(e) := ^(e) + e. _ 

Soit e > et soit F un sous ensemble fini de ¥^{K) invariant sous l'action du 
groupe de Galois Gai{K/K). Alors, pour chaque place vq G Mk l'application des 
propositions l2.8l et l4!9l donne 

Y, ii[F]e-p,,[F]e-Pv))v< 
v&NU{vo} 

< E {m-Pv,[F]-Pv))v + M{2r^{e) + \F\-'{C + \oge-^)). 

v(^NU{vo} 

Pour chaque v G Mk \ N on a. p^ = Xy et le Lemme l5^ implique qu'on a 

{[F] - py, [F] - pv)v> 0, dont on tire 

(( [F], - py„ [F], - p,, < hp{F) + M (2r?(e) + \F\-\C + loge-^)) . 

Par hypothèse on peut supposer r/(r) < r", et en prenant e"*^ = |F| on obtient 
finalement, 



[F],-py,%,<hpiF) + C 



Aog\F\ 



\F\ 



pour une constante C" > ne dépendant que de p. 

On écrit alors [FJ^ — Pv = ^Qe avec continue. Pour une fonction ip de classe 
C^, les inégalités de Cauchy-Schwartz d33l et d32b impliquent 



^d{[F],-py) 



< {ip,^){[F],-py,[F],-py) < 

log |i^| 



<{f,f)(hp{F) + C' 



\F\ 



Il nous reste à estimer J ip d{[F]s — [F]). Pour cela, on remarque que la métrique 
induite par | • |„ est plus grande ou égale que la métrique sphérique utilisée pour 
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définir Lip ((^). Pour toute boule B{x, e) pour la métrique | • on a donc l'estimée 
sup5(3, g) \(p — (f'{x)\ < Lip {(p) X e, ce qui implique 



ipd{[F],-[F]) 



< Lip(v9) xe = Lip(99)|F|"i/'^. 
Ceci conclut la preuve du Théorème D 

6. Dynamique des fractions rationnelles. 

Fixons un corps de nombres K et une fraction rationnelle R à coefficients dans 
K et de degré D > 2. Pour tout sous-ensemble fini F de F^{K) invariant sous 
l'action du groupe de Galois Gal(i^/i^), l'ensemble R{F) est aussi invariant sous 
l'action du groupe de Galois. On définit alors la hauteur normalisée de F associée 
à iîpar 

hR{F) := lim D~^K,{R^{F)) . 



On peut montrer que la limite ci-dessus existe directement (voir par exemple IHSI 
Theorem B.4.1]). Cette hauteur est caractérisée comme l'unique hauteur de Weil, 
à une constante multiplicative près, satisfaisant la formule d'invariance h^o R = 

D-hR. 

A chaque place w de on associe à R une mesure de probabilité pr^v, appelée 
mesure d'équilibre. Cette mesure décrit la distribution des préimages itérées de 
chaque point non exceptionnel dans P^(Ct,), voir S I6. ll pour plus de précisions. 

Le théorème suivant est le résultat principal de cette section. 

Théorème 8. Soit R une fraction rationnelle de degré au moins 2 et à coefficients 
dans K. Pour chaque place v de K soit pR^^ la mesure d'équilibre de R correspon- 
dante. Alors pr = {pr.v}v&Mk mesure adélique et la hauteur normalisée 
Kr coïncide avec la hauteur hp^^ définie par la mesure adélique pR. 

Remarque 6.1. Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction, la mesure 
adélique pR est à potentiel Hôlder et par conséquent la hauteur normalisée Iir 
vérifie toutes les conditions du Théorème Nous démontrerons ce fait en S 16.61 

Le plan de cette section est le suivant. Après la construction de la mesure d'équi- 
libre d'une fraction rationnelle à coefficients dans C^, au S 16.11 nous parlerons suc- 
cintement de la notion de bonne réduction au § 16.21 Nous montrons au § 16.31 une 
formule de transformation du birapport sous l'action d'une fraction rationnelle. Le 
birapport est étroitement lié à l'énergie définie au ^2.41 et ^4.41 On donne alors la 
démonstration du Théorème [S] au ^ I6.4l et celle du Théorème 15] au ^ 16.51 On montre 
ensuite en S 16. 61 la continuité Hôlder des potentiels des mesure d'équilibre. Enfin, 
on décrit un exemple au § 16.71 montrant que le procédé de régularisation dans la 
preuve de l'équidistribution des petits points est en effet nécessaire. 

6.1. Mesure d'équilibre. Fixons une place v de Mk et soit R une fraction ra- 
tionnelle à coefficients dans Cj, et de degré D > 2. Lorsque v est infinie il est clair 
que la fraction rationnelle R agit continûment sur P^(C^) = P^(Ct,). Lorsque v 
est finie, on a vu au ^3.21 aue R agissait continûment sur P^(C^). 
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Dualement, on peut définir de manière unique une application linéaire continue 
R* agissant sur M.v, et vérifiant les propriétés suivantes : 

• R*[A = Erm=z degiî(w;) [w] pour tout z G pi(C^) ; 

• R*Ag = A{g o R) pour tout potentiel g. 

Lorsque w € F^{Cy), l'entier deg^{w) est la multiplicité locale de R en w. 
Lorsque v est finie et tt; G H^, nous renvoyons à |0 pour une définition précise de 
ce nombre, ainsi que son interprétation géométrique. Notons que la masse de R*p 
est toujours égale à D fois la masse de p. 

On peut trouver un potentiel continu g tel que D^^R*X.u — = Ag. Par 
itération successive, on en déduit pour tout n > 0, que D^^R^*\y — = 



A ( Y.k>G °R'']- Cette dernière série définit une suite de fonctions contin- 



ues qui converge uniformément sur P^(Ct,). Il s'ensuit que la suite de mesures de 
probabilité {-D~"(iî")*At,}„>i converge vers une mesure que l'on désignera par 
Piî^î,. Cette mesure est invariante : on a R* pn^v = D ■ pR^^ et R^pr^v = Pr,v No- 
tons que pr^v admet un potentiel défini et continu sur P^(C^,). En particulier pour 
tout a G Ct,, l'accouplement {[a], pR^y) est bien défini et fini (voir Propositions 12.41 



La construction de la mesure p^^^ ci-dessus est dûe à llBrl . IFLMI . et |Q dans 
le cas complexe, et à [FR] dans le cas ultramétrique. Nous renvoyons à ces articles 
pour plus de détails sur les propriétés dynamiques de ces mesures. 

6.2. Bonne réduction. Soit v une place finie de K. On désigne par 0^, = {z G 
Ct,; \z\y < 1} l'anneau des entiers de C^, et par C^, le corps résiduel de C^,. Pour 
tout polynôme P G Ov[zo, zi], on note P sa projection dans Cy. 

Considérons une fraction rationnelle R à coefficients dans C^,, et écrivons R en 
coordonnées homogènes [Pq : Pi]. Quitte à remplaçer Pq et Pi par XPq et XPi 
respectivement, on peut supposer que les coefficients de Pq et de Pi sont de norme 
au plus égale à 1 et qu'au moins l'un des coefficients de Pq ou de Pi est de norme 
égale à 1. On dit alors que R a bonne réduction lorsque les deux polynômes de 
degré deg(iî) et homogènes Pq, Pi n'ont pas de racine commune autre que 0. Ceci 
revient à dire que la fraction rationnelle [Pq : Pi] induite par R sur P^(C^) a le 
même degré que R. 

De façon équivalente, R a bonne réduction si et seulement si le point canonique 
5can est complètement invariant par R : R^^{Scan} = {^can}- Dans ce cas, il est 
facile de voir que l'on a p/j = A^. 

Lorsque R est à coefficients dans une extension finie K' de Q, l'ensemble des 
V G Mj^i finies où P n'a pas bonne réduction est fini. 

6.3. Birapport. Fixons v G Mk- Etant donnés zq, zi,wq,wi G deux à deux 
distincts, on pose 




etIO). 



{ZQ,Zl,WQ,Wl)y = lOg 



ZO - WqIv ■ \Zi - Wl\y 



ZO -Wl\y- \Zl - W0\y 
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On voit que cette fonction s'étend en une fonction définie et continue sur l'ensem- 
ble 

V = {zo,zi,wo,wi G P^(C^) ; si = Wj, alors Zi ^ P^C^)} , 

en prenant soin de remplacer \z — w\v par supjz, w} lorsque v est finie. Notons 
qu'en particulier on a 

(^;o,oo,'u;o,ii;i)^ = {zo,wo)v - {zo,wi)y . 

Lorsque fiQ, fii, uq, ui sont des mesures dans M-y telles que la fonction (•, -, -, ■)y 
est intégrable par rapport à /xq (8) /Ui i^o ® i^i sur V, on pose 

{lJ,o,iJ,i,iyo,i'i)v = / {zq, zi,wo,wi)y diJ,o{zo) 'S) diJ,i{zi) 'S> di'o{wo) 'S> di'i{wi) . 
Jv 

Par commodité, on notera aussi ((•,-,•,• = A'^ •(•,-,•, •)„. 

Pour des mesures de probabilité et sous les conditions d'intégrabilité adéquates 
pour que tous les termes existent et soient finis, une simple intégration montre 

{liQ,lii,VQ,vi)y = {no,i^o)v + il^i,i^i)v - {l^o,i^i)v - {l^i,^o)v ; (35) 
{lj,o,[oo],i'o,ui)^ = {i^o,i^o)v- {lJ-0,T^l)v (36) 

Les équations précédentes sont vérifiées par exemple lorsque les mesures de prob- 
abilité /Xj, Uj sont atomiques, à support disjoint et ne chargent pas {oo}, ou si l'on 
remplace certaines d'entre elles par des mesures (toujours de probabilité) à poten- 
tiel continu. 

Formule de transformation. Soit R une fonction rationnelle de degré D > 1 à 
coefficients dans K. Soient ij,q, fii,uo, ui des mesures dans M.v telles que 

soient bien définis. Alors on a 

D ■ {iio,iii,R*i/o,R*i'i)^ . 



Démonstration. Notons qu'on a 

{R^liQ,R^lii,VQ,vi)v = / {R{zo),R{zi),wq,wi)v diiQ® djJLi® dvQ® dvi . 

Jv 

Soient zq,zi^wq,w\ G P"^(Ct,) tels que {R{zq),R{zi),wq,wi)v G V. Si l'on 
désigne par a|, . . . ,af les préimages de Wi par R dans P^(C^), comptées avec 
multiplicité, alors on a 

{R{zQ),R{zi),wo,wi)y = ^ {zo,zi,aQ,a'î)y 

l<k<D 

= ^ Yl {zo,zi,4'',a'l^)y . (37) 
l<ko,ki<D 
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Ceci est clair lorsque zi, R{zi),Wi et appartiennent à C^, car dans ce cas 



R{T) - wo 



R{T) - wi 



R{T') 



R{T') 



Wo 



n 



T 



T 



r 



(38) 



Par continuité, on voit que d37l reste vraie sans restriction pour Zi, R{zi),Wi, S 
P^(Ct,) et même dans P^(C^). Notons en effet, que la fonction sup{-, •} est con- 
tinue (faiblement) en chacune des variables. On déduit facilement de ceci 



{R{zo),Rizi),wo,wi)v d^io®d^Mi(^dvo®dvi = —{fJ.o,fJ-i,R*{j^o),R*{j^i))v , 



V 



D 



ce qui termine la preuve. 



□ 



6.4. Démonstration du Théorème IH Soit R une fraction rationnelle de degré 
D > 2 à coefficients dans K. Pour chaque place î; de K la mesure d'équilibre 
Pr^^ est à potentiel continu. De plus, pour toute place finie v en laquelle R a bonne 
réduction on & = Comme cette dernière propriété est valable pour toute 
place, avec un nombre fini d'exceptions, on conclut que p/j = {pR^v}veMK ™^ 
mesure adélique. Il reste à montrer que les hauteurs et hp^ coïncident. 
La preuve se base sur le lemme général suivant. 

Lemme 6.2. Soit p = {pv} une mesure adélique et soient F, F' et F" des sous 
ensembles finis de ¥^{K) invariants sous l'action du groupe de Galois Gai{K / K). 
Alors on a les propriétés suivantes. 

1. Si F" est disjoint de F U F', alors on a 



v£Mk 



[Fl[F'UF'%p, 



hp{F)-hp{F'). 



2. Si les ensembles F et F' sont disjoints, alors on a 

Y, iiPv, [F],p., [F'] )), = hp{F) + hp{F') 

vGMk 



(39) 



(40) 



Démonstration. On ne montrera que ( I39t . l'équation (I4ÔI se démontrant de maniè- 
re similaire. Notons tout d'abord que pour chaque place v de K on a 

{[F], [F'], [F%p,), = m [F"])v + {[F'], p.). - i[F],p,), - {[F'], [F"]),. 

(41) 

On a {[F], [F"]), = - log \D{F, F")U, avec D{F, F") = J] 



[a 



a'). 

Comme les ensembles F et F" sont disjoints et invariants sous l'action du groupe 
de Galois Gai{K/K), on a D{F,F") G K*. La formule du produit imphque 
alors J2veMK t^J' t^"] ))^ ~ ^- raisonnement analogue donne enfin l'égalité 
Si)6Mk(( [-^'1' [-^"] ~ ^- sommant d^Tl sur toutes les places, le Lemme l531 
donne la formule désirée. □ 

Pour montrer que les hauteurs /i^^ et Iir coïncident, on utilisera le fait que hji 
est l'unique hauteur de Weil, à une constante multiplicative près, satisfaisant la 
formule d'invariance Iiro R = D • Hr. 
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Notons que pour chaque sous-ensemble fini F de P^(i^) invariant sous l'action 
de G&\{K /K), les ensembles R{F) et R^^{F) sont finis et invariants sous l'action 
de Gai{K / K). On a de plus iî*[F] = [R{F)] et si F ne contient aucune valeur 
critique de R, alors chaque élément de F a exactement D préimages par R et donc 
D-^R*[F] = [R-HF)]. _ 

Etant donnés des sous ensembles finis F, F' de F^{K), invariants sous l'action 
du groupe de Galois Gai{K/K), soit F" un sous ensemble fini de F^{K) invariant 
sous l'action de Gai{K/K) ne contenant aucune valeur critique de R et tel que 
R^^{F") soit disjoint de F U F' . Alors les birapports 

{R,[FlR,[F'],[F"],pR^,), = i[RiF)],[R{F%[F"],pR,,), 

et 

{[F], [F'],D-'R*[F"],pn,,), = {[F], [F% [R-\F")], pR,,), 
sont bien définis et la Formule de Transformation implique 

mF)], [RiF% [F"],pR,,), = D . {[F], [F'], [R~\F")], pR,,), . 
Lorsqu'on somme sur toutes les places, la formule (I39t donne 

h.^iRiF)) - hp^{R{F')) = D{h^^{F) - h^^{F')). 

Ceci implique que la fonction hp^ o R — D ■ hp^ est constante. 

Un raisonnement similaire avec la Formule de Transformation et (l4Ôb . implique 
que si F' ne contient aucune valeur critique de R et si R^^{F') est disjoint de F, 
alors 

hp^{R{F)) + hp^{F') = D ■ {hp,{F) + hp^{R-\F'))). 

On conclut que la fonction /ip^ oR — D hpj^ est identiquement nulle, ce qui termine 
la démonstration du Théorème |S1 

6.5. Ensembles de Mandelbrot. Notre but est de démontrer le Théorème|5l Rap- 
pelons le contexte. On fixe un entier D > 2, et on note Pc{z) = + c pour 
c G C. L'ensemble de Mandelbrot Aio est l'ensemble des paramètres complexes 
pour lesquels l'orbite du point critique z = de Pc est bornée, i.e. TW/j = {c G 
C;|P,"(0)|=O(l)}. 

On introduit alors la famille de mesures suivantes. Pour tout nombre premier 
p, on pose pp = Ap. A la place infinie, on définit poo comme étant la mesure 
harmonique de Aio- 

Lemme 6.3. La famille pmd ~ {Pv}v&Mq une mesure adélique à potentiel 
Holder. De plus, pour toute place v, on a pv = lim„_>oo -D^"A log"^ |P"(0)|. 

Démonstration. On montre tout d'abord la seconde assertion. En une place v finie, 

on procède comme suit. Si |c| < 1, on a [^"(O)! < 1 pour tout n donc lim„^oo -D"" A log"*" |P"(0)| = 

0. Lorsque |c| > 1, on vérifie par récurrence que |P"(0)| = |c|^'\ Donc p^ = 

Alog^ \z\ = Ap. A la place infinie, la preuve que G = lim„^oo -^""A log"*" |P"(0)| 

est la mesure harmonique de Ain est complètement classique : il faut pour cela 

montrer tout d'abord l'existence de la limite et que G est continue ; puis que G = 

sur Ai D ; que G est harmonique sur C\ Ain', enfin que AG est une mesure de 

probabilité. Tout ceci est explicitement fait dans le cas D = 2 dans ICGI VIII.4], 
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et les preuves s'adaptent au cas D > 3 sans modification. De ICGI Theorem 3.2], 
on tire enfin le caractère Hôldérien de G. □ 

On peut donc introduire la hauteur associée à la mesure adélique pmd 

définie dans le lemme précédent. Le Théorème |5l est maintenant une conséquence 
immédiate du Théorème |3l et du lemme suivant. Rappelons qu'un paramètre c G 
C est critiquement fini, si on peut trouver des entiers distincts n et m tels que 
P^{0) = P™(0). 

Lemme 6.4. Pour tout c ^ Q, on a h^jy{c) = D^^hp^{c). En particulier, pour 
un paramètre c & C on a h_Mj^ (c) = si et seulement si c est critiquement fini. 

Démonstration. Soit c G Q et soit F l'orbite de c sous l'action du groupe de Galois 
Gal(Q/Q). La preuve résulte alors du calcul suivant. 

hp^c) = lim D-"h^^{P^{c)) = lim D-"\F\-' V V log+ = 
= D\F\-'Y. E lim I?"("+^)log+|Pr'(0)|. =I)-/i^,(c). 

^ — ' ^ — ' n—+oo 

La permutation des signes sommes et du limite se fait sans souci car seul un nom- 
bre fini de termes de la somme est non-nuls. Enfin la dernière égalité est une 
conséquence du lemme précédent et des définitions. □ 

6.6. Continuité Hôlder. Dans cette partie, nous donnons une preuve du fait suiv- 
ant. 

Proposition 6.5. Soit R une fraction rationnelle définie sur C ou sur Cp pour un 
p premier Alors la mesure d'équilibre pp admet un potentiel Hôlder 

Ce fait est classique sur le corps des complexes, et reste valable en dimension 
supérieure. Nous renvoyons à |S3 Section 1 .7] pour une preuve dans un cadre assez 
général. Nous donnons ici une preuve valable aussi bien dans le cas complexe que 
dans le cas p-adique. 

Démonstration. Pour fixer les notations, on se place dans le cas p-adique. Soit D > 
2 le degré de R et soit g un potentiel tel que D^^ R* Xp — Xp = A^. La remarque 
essentielle est que g induit sur P^(Cp) une fonction lipschitzienne, et que l'on peut 
donc trouver une constante C > telle que \g{z) — g{w)\ < C • d{z, w) pour tout 
z,w & P^(Cp). La fonction R est aussi lipshitzienne pour une autre constante M 
que l'on peut supposer strictement plus grande que D. De pp = lim„ D^"-R"'*Xp, 
on en déduit que pp = Xp + A^oo avec g^ = X^cT ^^^9 ° choisit 
entier, et on procède alors aux estimations suivantes. 

\9oo{z) - goo{w)\ < 
N-1 





oo 

-goR\w)\+snv\g\ ^^-'< 

N 

< Cl ■ d(z, w) (M/D f + C2 ■ D- 
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pour des constantes Ci , C2 > 0. On choisit alors N de telle sorte que les deux 
termes de la dernière somme soient égaux. On en déduit que \goo{z) — goo{w)\ < 
C3 • d{z, w)'^ avec k = logD/ log M. □ 

6.7. Un exemple. Soit K un corps de nombres et fixons une place finie v de K 
ne divisant pas 2. Etant donnée une constante C £ K de norme \ C\i, > 1, posons 
P{T) := T^+C. Pour chaque entier positif n posons F„ = {z £ C^; P"-{z) = z}. 
Notons que l'on a hp{Fn) = 0. On va montrer que 

fi 

{[Fn] - PP,v, [Fn] - pp,v)v = log VWl < • (42) 

Comme ce terme local de la hauteur normalisée hp est négatif, cet exemple montre 
que le procédé de régularisation dans la preuve du Théorème |6l est en effet néces- 
saire. 

Le calcul de cette quantité peut être réalisé de la manière suivante. Pour simplifer 
notons p := pp^^, et posons g{z) = log \z — w\ dp{z). On vérifie que g = 
lim„^oo 2""^ log"*" et en particulier que g = ^ sur F„. Le Lemme l4!4l implique 
alors {[Fn], p) = — f g d[Fn\ = 0. Du fait que P est unitaire, pour tout z,w £ 
on a P{z) — w = Y[p{wi)=wi'^ ~ ^*)' ^n déduit que 

(p, p) = {p, P* p) = - X] ^og\z-Wi\dp(^dp = 

P{wi)=w 

— / log \P{z) — w\dp dp = {P*p, p). 

On verra plus bas que le support de p est inclus dans C^,, ce qui explique le fait 
que dans le cacul précédent l'on puisse remplacer log sup{5, S'} sur l'espace de 
Berkovich par la fonction log — sur C^,. Comme P^p = p, il s'ensuit (p, p) = 
0, et par suite {[Fn] —pp,v, [Fn] — Pp,v) = {[Fn], [Fn])- Pour calculer cette dernière 
quantité on procède comme suit. 
Posons r := \/[C[ et 

Kp = {z£ Cp] {[P"-{z)[}n>o est bornée}. 

Il est facile de voir que Kp est contenu dans la boule fermée -6(0, r). La préimage 
de cette boule est égale à la réunion des boules Bq et Bi, centrées aux racines 
carrées de C dans et de diamètre 1. Les boules Bq et Bi sont incluses dans 
{[z[ = r} et pour tout couple {zq, zi) G Bq x Bi ona.[zQ — zi[ = r (on utilise ici 
le fait que v ne divise pas 2). D'autre part, si z, z' sont dans une même boule Bi on 
vérifie aisément que [P{z) — P{z')[ = r[z — z'[. 

A tout point z dans Kp est associé un codage e{z) = {£i}i>o £ {0, 1}^ de telle 
sorte que P^{z) G i?^^ pour tout i. Pour tout z, z' € Kp, la distance [z — z'[ ne 
dépend donc que du codage de z et z' . Pour s, e' G {0, 1}^ distincts, soit k{e, e') 
l'entier positif tel que ei = Si pour tout i < ket ek{z) 7^ Sk{z'). Alors pour z, z' E 
Kp distincts, on a log [z — log r = 1 — k{e{z), e{z')). On montre facilement 
que l'application e : Kp — > {0, 1}^ est un homéomorphisme qui conjugue P au 
décalage {ei}î>o ^ {eî+i}î>o- On en déduit d'une part que p est supportée sur 



POINTS DE PETITE HAUTEUR 



45 



Kp, et d'autre part que pour chaque n > 1 l'ensemble Fn est en bijection par 
e avec les suites finies de {0, 1} de longueur n. On a donc ramené le calcul de 
{[Fn], [Fn]) à un calcul purement combinatoire : 

2'"([i^n],[Fn]) = - Y. ^og\z-z'\ = - Y. {^-Ke,e'))\ogr. 

zi^z'Ç,F.a £^£'€{0,1}" 

On déduit (I42t de la formule précédente par un calcul direct (mais fastidieux). 
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